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Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit der Entwicklung einiger allgemeiner
Variationsprinzipe der Kriechmechanik, deren Spezialisierung für dünn-
wandige Schalen und der Anwendung dieser Prinzipe zur näherungsweisenLö-
sung des Kriechkollaps-Problems von Brennstabhüllrohren.
Bei. der Entwicklung der allgemeinen Variationsprinzipe werden zwei tech-
nisch wichtige Stoffgesetze unterschieden: Bei dem ersten Stoffgesetz
setzt sich die Gesamtverzerrungsrate additiv aus der elastischen Verzer~
rungsrate, der Kriechrate und der Wärmedehnungsrate zusammen. Dieses Stoff-
gesetz verknüpft die Gesamtverzerrungsrate mit der Spannungsrate sowie den
Spannungen ~d möglicherweise Größen, die den Verfestigungsgrad beschrei-
ben. Bei dem zweiten Stoffgesetz wird nur die Kriechrate als wesentlich er-
achtet und hier verknüpft das Stoffgesetz die Verzerrungsrate mit den
Spannungen und wiederum möglicherweise Größen, die die Verfestigung charak-
terisieren. Es wird bei der Formulierung dieser Kriechgesetze vorausge-
setzt, daß die Verzerrungen infinitesimal sind, daß aber die Rotationen
endlich sein können. Die Darstellung der beiden entsprechenden Anfangs-
Randwertaufgaben und der zugehörigen Variationsprinzipe erfolgt im Bezug
auf ein Referenzkoordinatensystem im spannungsfreien, unverformten Körper
(Lagrangesches oder materielles Koordinatensystem).
Bei dem elastischen, kriechenden Körper (erstes Stoffgesetz) wird das
Variationsprinzip von Sanders, McComb ~~d Schlechte, das ein Ar~logon Zwö
Hellinger-Reissnerschen Variationsprinzip ist, zum Ausgangspunkt genommen,
um im Rahmen der Kirchhoff-Loveschen Hypothese eine approximative, geome-
trisch nichtlineare Schalen~~eorie zu entwickeln. Insbesondere wir~ dabei
einschränkend angenommen, daß die .Verzerrungen.der Mittelfläche und die
Rotation um die Mittelflächennormale von kleinerer Größenordnung sind als
die beiden Rotationen der Mittelflächennormalen. Das entwickelte Varia-
tionsprinzip für dünne Schalen ist dadurch gekennzeichnet, daß sowohl die
Verschiebungsraten der Mittelfläche wie auch die Raten der Membrankräfte
und Momente zu variieren sind. Durch sukzessive Elimination einmal der Mo-
mentenraten und dann auch der Membrankraftraten werden zwei weitere Varia-
tionsprinzipe entwickelt.
Ein entsprechend allgemeines Variationsprinzip, bei dem nicht nur die Ver-
schiebungsraten der Mittelfläche sondern auch die Membrankräfte und Momen-
te zu variieren sind, wird für den nichtelastischen, kriechenden Körper
(zweites Stoffgesetz) abgeleitet.
Zum Druck eingereicht am 3. 12. 1971
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In allen Fällen wird davon ausgegangen, daß die Mittelfläche durch einen
hydrostatischen Druck belastet wird.
Zwei dieser verallgemeinerten (gemischten) Variationsprinzipe werden dazu
verwandt, um approximative Kriechkollapstheorien für BrennstabhUllrohre
zu entwickeln. Dazu wird mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens die Ortsab-
hängigkeit des Problems eliminiert und das entstehende System gewöhnli-
cher Differentialgleichungen erster Ordnung wird mit Hilfe eines Runge-
Kutta Verfahrens vierter Ordnung bezüglich der Zeit integriert. Zunächst
wird dabei eine eir~ache Kriecr~ollapstheorieaufgestellt, die auf dem
Doppelmembranmodell (Sandwichmodell) beruht und die vergleichbar ist mit
der Theorie von Hoff, Jahsman und Nachbar. Schließlich wird ein vorwie-
gend numerisches Verfahren entwickelt, das im Gegensatz zu den einfachen
Kriechkollapstheorien erlaubt, weitgehend beliebige Kriechgesetze, Tem-
peraturverteilungen, Wärmespannungen sowie die Nichtlinearität der Span-
nungsverteilung in der HUllrohrwand zu berUcksichtigen. Unter der Vor-
aussetzung zeitlich konstanter Temperatur und konstanten Druckes wurden
Rechnungen mit diesem Verfahren durchgefUhrt, die u. a. zu folgenden Er-
gebnissen fUhren:
Die Details der Spannungsverteilung durch die HUllrohrwand beein-
flussen praktisch nicht die Kriechkollapszeit. Dies hat ein Ver-
gleich mit Rechnungen nach dem Doppelmembranmodell gezeigt
Wärmespannungen fUhren nur zu einer unbedeutenden Verminderung der
Kollapszei t
Nichtrotationssymmetrische Temperaturfelder infolge der BUndelgeo-
metrie oder infolge einer Brennstabexzentrizität beeinflussen sehr
stark das Kollapsverhalten. Eine isotherme Auslegung nach der höch-
sten Temperatur in Wandmitte liegt zwar auf der sicheren Seite,
kann aber leicht zu konservativ sein.
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Summary
The present study deals with the development of some general variational
principles of creep mechanies, their specialization for thin shells, and
the application of these principles to the approximate solution of the
creep collapse problem of fuel element claddings.
Two constitutive equations are considered which are important for engi-
neering applications: In the first case it is assumed that the total
strain rate is obtained by combining theelastic strain rate, ~~e creep
rate, and the thermal strain rate in an additive manner. This constitu-
tive equation relates the total strain rate to the stress and the stress
rate and possibly other variables which describe the hardening of the
material. In the second case only the creep rate is considered to be
essential. This second constitutive equation relates the (total) strain
rate to the stress and possibly variables describing the hardening of the
material. In both cases it is assumed that the strains are infinitesimal
but large rotations are retained. The corresponding initial-boundary value
problems are formulated with respect to a reference coordinate system in
the stress free undeformed body (Lagrangian or material coordinate system).
The principle of Sanders, McComb and Schlechte which is an analogon to the
Hellinger-Reissner variational principle and which applies to the elastic
viscous body (first constitutive relation) is used to develop an approxi-
mate geometrically nonlinear ~~eory cf shells. Th1s theory 1S wi~~in the
frame of the Kirchhoff-Love hypothesis, and it is restricted to problems
where the strains of the middle surface and the rotation around the normal
of ~~e middle surface are significantly less than ~~e two rotations of the
normal. The variational principle developed for thin shells is character-
ized by the fact that the displacement rates of the middle surface as well
as the rates of the membrane forces and moments are to be varied simulta-
neously. Using this principle two other variational principles are deve-
loped by successive elimination of the rates of moments and the rates of
membrane forces.
For a thin nonelastic viscous shell (second constitutive relation) a cor-
responding general principle is formulated where displacement rates,
membrane forces, and moments are to be varied simultaneously.
In all cases it is assumed that the middle surface 1s loaded by a hydro-
static pressure.
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Two of these general (mixed) variational principles are used to develop
approximate creep collapse theories for fuel element claddings. This is
done by eliminating the space dependence of the problem by means of the
Ritz method. The system of ordinary differential equations of first order
obtained is then integrated with respect to time by using a fourth order
Runge-Kutta integration procedure. First a simple theory based on the
double membrane model (sandwich model) is developed which is comparable
to the theory of Hoff, Jahsman and Nachbar. Then a more elaborate method
f s set up which account.s for fairly arbitrary creep laws, temperature
distributions, thermal stresses, and the nonlinear distribution of the
stresses across the thickness of the cladding. Assuming that temperature
and pressure do not change with time aseries of calculations were per-
formed. The following conclusions can be drawn from these results:
The creep collapse time is practically not effected by the details
of the stress distribution across the cladding. This was shown by
comparison with results obtained by the use of the double membrane
model
Thermal stresses produce onlY a minor decrease of the creep col-
lapse.time
Nonrotationally symmetrie temperature fielas which are due to ~~e
close packed bundle geometry or due to the fuel rod eccentricity
do influence strongly the collapse time. A design which is based
on the maximum temperature in the middle of the cladding is weIl
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1. Einführung und Übersicht
Bei der Auslegung von Reaktorbauteilen müssen wegen der hohen Temperatu-
ren nicht selten die Kriecheigenschaften der Werkstoffe berücksichtigt
werden. Andernfalls können Phänomene wie beispielsweise die Spannungsre-
laxation, die zyklische Kriechverformung oder die Instabilität von Hüll-
rohren unter Außendruck infolge Kriechen weder erklärt noch quantitativ
abgeschätzt werden.
Das zentrale Problem bei derartigen quantitativen Untersuchwlgen .ist das
Stoffgesetz, d.h. die Beziehung zwischen Verzerrungen und Spannungen.
Zwei Klassen von Stoffgesetzen i-I, 2, 3_7 sollen hier unterschieden wer-
den. In der ersten und allgemeineren Klasse wird außer dem Kriechen auch
elastisches Materialverhalten betrachtet; nichtmechanische Verformungen,
wie Wärmedehnungen sind berücksichtigt. Die Kriechverzerrungsraten und
die elastischen sowie die nichtmechanischen Verzerrungsraten sind additiv.
Hier verknüpft das Stoffgesetz die Gesamtverzerrungsraten mit den Span-
nungen und Spannungsraten. In der zweiten Klasse wird nur das Kriechver-
halten als wesentlich erachtet. Das Stoffgesetz verknUpft dann die Ver-
zerrungsraten mit den Spannungen und möglicherweise Größen, die den Ver-
festigungsgrad charakterisieren. Das wichtigste und wohl bekannteste Bei-
spiel ist das voll ausgebildete sekundäre Kriechen nach der Invarianten-
theorie von Odqvist /-1, 2 7. Es sei bemerkt, daß natürlich bei hinrei-
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chend großen Spannungen zeitunabhängiges plastisohes Materialverhalten
auftreten kann, das gegebenenfalls berücksichtigt werden muß. Im folgen-
den wird allerdings vorausgesetzt, daß die Spannungen hinreichend klein
sind, um diese Materialeigenschaft außer acht lassen zu können.
Neben dem Materialgesetz müssen nooh die Verzerrungs-Verschiebungsbe-
ziehungen, die Gleichgewichtsbedingungen und die Rand- und Anfangsbe-
dingungen formuliert sein, um das Festigkeitsproblem vollständig zu be-
schreiben. Bei Instabilitätsphänomenen, wie beispielsweise dem Kriech-
kollaps von Brennstabhüllrohren, ist es erforderlich, in diesen Glei-
chungen geometrische Niohtlinearitäten zu berücksiohtigen.
Diese so allgemein formulierte AL~gabe führt mathematisch z~~ächst auf ein
Anfangs-Randwertproblem, das wegen der Nichtlinearität des Stoffgesetzes
und wegen der geometrischen Nichtlinearität selbst in einfachen Fällen
analytisch kaum lösbar ist. Bei einer approximativen Lösung ist man be-
strebt, zunächst die Ortsabhängigkeit zu eliminieren. Dazu kanrl man ein-
mal direkt von den Differentialgleichungen des Problems ausgehen und diese
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beispielsweise durch Bifferenzengleichungen approximieren oder Kollo-
kationsmethoden anwenden. Andererseits läßt sich, sofern ein Variations-
prinzip existiert, dieses zur Elimination der Ortsabhängigkeit heran-
ziehen. Beide Wege führen zu einer Reduktion der Anfangs-Randwertaufgabe
auf eine Anfangswertaufgabe für ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung, dessen Lösung im allgemeinen nur numerisch geschehen
kann.
Da Variationsprinzipe in der Elastostatik zur Entwicklung von Näherungs-
lösungen eine so bedeutende Rolle spielen, liegt es nahe, auch für die
Kriechmechanik entsprechende Prinzipe zu formulieren.
Für einen elastischen Körper sind im wesentlichen vier Prinzipe bekannt
geworden. Es sind dies einmal die Prinzipe vom Minimum der Potentiellen
Energie und der Komplementärenergie i-4_7 und weiterhin das Hellinger-
Reissnersche Variationsprinzip i-5, 6, 7_7, bei dem das Verschiebungs-
und Spannungsfeld variiert werden. Hu i-8_7 und Washizu i-9, s. 68_7 ha-
ben ein noch allgemeineres Prinzip angegeben; hier werden ohne Zwangs-
bedingungen außer den Verschiebungen und Spannungen auch noch die Ver-
zerrungen variiert, so daß die kinematischen Bedingungen, das Elastizi-
tätsgesetz und die Gleichgewichtsbedingungen als Euler-Lagrangesche
Gleichungen erhalten werden; alle Randbedingungen ergeben sich als na-
türliche Randbedingungen. Bis auf das Prinzip vom Minimum der Komplemen-
tärenergie sind diese Prinzipe auch für große Deformationen formuliert
worden. Die Verzerrungen und Spannungen müssen dann aber geeignet defi-
niert werden und die eingeprägten Kräfte müssen unabhängig von der Ver-
formung sein i-7, 9, 11, 12_7. Es sei bemerkt, daß diese Prinzipe mit
Hilfe der Multiplikatormethode von Lagrange und der Legendreschen Trans-
formation auseinander hervorgehen i-10_7.
Für einen elastischen, kriechenden Stoff (erstes Stoffgesetz) sind ana-
loge Prinzipe formuliert worden. Hier sind zunächst die beiden Prinzipe
von Wang und Prager i-13_7 zu nennen, die den Prinzipen vom Minimum der
Komplementärenergie und der Potentiellen Energie entsprechen. Sie wurden
für infinitesimale Verzerrungen und Rotationen entwickelt und berück-
sichtigen außer der Elastizität und dem Kriechverhalten auch zeitunab-
hängige Plastizität. Sanders, McComb und Schlechte i-14_7 haben dann
durch Probieren ein Variationsprinzip für kleine Verzerrungen aber end-
liche Rotationen entwickelt, das dem Hellinger-Reissnerschen Prinzip ent-
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spricht. Pian /-15 7 hat das Funktional von Sanders et al. aus einem ver-
allgemeinerten Reissnerschen Prinzip für elastische Körper mit Anfangs-
spannungen und -Verzerrungen abgeleitet. Darüber hinaus hat Washizu
i-9, s. 103_7 ein allgemeineres Variationsprinzip für endliche Deforma-
tionen angegeben, das dem Prinzip von Hu i-8_7 und Washizu ~-9, s. 68_7,
analog ist. Das von Besseling ~-16_7 formulierte Theorem ist etwas allge-
meiner als das von Washizu, da es auch die thermodynamischen Feldglei-
chungen als Euler-Lagrangesche Gleichungen enthält; ein weiterer aller-
dings geringfügiger Unterschied besteht darin, daß anstelle der Verschie-
bungen die momentanen Ortskoordinaten als kinematische Variable gewählt
worden sind. Im Unterschied zu den Prinzipen bei rein elastischem Mate-
rialverhalten werden bei diesen Prinzipen die zeitlichen Änderungen des
Verschiebungsvektors, Verzerrungs- und Spannungstensors variiert.
Nicht unerwähnt sollte das Variationsprinzip von Kachanov ~-17_7 bleiben,
bei dem ein statisch zulässiges Spannungsfeld variiert wird; seine
Brauchbarkeit ist allerdings auf infinitesimale Verzerrungen und Rota-
tionen beschränkt.
Für einen nichtelastischen, kriechenden Körper (zweites Stoffgesetz) sind
bei infinitesimalen Deformationen durch Analogiebetrachtungen mit einem
nichtlinear-elastischen Körper, der sogenannten Hoffschen Analogie
~-18, 19_7, zwei Variationsprinzipe bekannt geworden ~-1, 2, 3_7. Sie
entsprechen den Prinzipen vom Minimum der Potentiellen Energie und der
Komplementärenergie. Bei dem ersten Prinzip wird das Geschwindigkeits-
feld, das die geometrischen Randbedingungen erfüllt, variiert; findet die
Kriechverformung ohne Volumenänderung statt, dann muß das Geschwindig-
keitsfeld die Inkompressiblitätsbedingung als Zwangsbedingung erfüllen.
Bei dem zweiten Prinzip wird das Spannungsfeld, das den Gleichgewichts-
und Spannungsrandbedingungen genügt, variiert. Wesentlich für die Existenz
dieser Variationsprinzipe ist hier die Existenz eines Kriechpotentials
~-3_7. Ein allgemeineres Variationsprinzip für stationäres Kriechen bei
infinitesimalen Verschiebungen und Verschiebungsgradienten ist von
Grigoliuk und Lipovtsev i-25_7 aus dem Prinzip von Sanders et al. i-14_7
abgeleitet worden. Hier werden der Sparulungstensor U!ld der Geschwindig-
keitsvektor unabhängig voneinander variiert. Weitere, allgemeinere Varia-
tionsprinzipe insbesondere für endliche Verschiebungsgradienten sind an-
scheinend bisher nicht veröffentlicht worden.
Für rein elastisches Materialverhalten und infinitesimale Verschiebungen
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und Verschiebungsgradienten hat Reissner ~-20, 21_7 das Hellinger-
Reissnersche Variationsprinzip herangezogen, um eine Schalentheorie zu
entwickeln, bei der die Querkraftverformung und die Verformungen infolge
der Normalspannungen senkrecht zur Mittelfläche berücksichtigt werden.
Naghdi 1.-22_7 hat Vergleichbares mit einem etwas allgemeineren Variati-
onsprinzip durchgeführt. Weiterhin hat Habip 1.-23_7 das Variationsprin-
zip von Hu 1.-8_7 und Washizu ~-9, s. 68_7 dazu verwendet, um eine geome-
trisch nichtlineare Theorie elastischer Schalen zu entwickeln.
Verallgemeinerte Variationsprinzipe für dünne Schalen aus einem viskosen
Material sind bis auf die nachfolgend angegebenen Untersuchungen an-
scheinend nicht aufgestellt worden. Rabotnov 1.-24_7 hat für eine nicht-
elastische, kriechende, zylindrische Doppelmembrane (sekundäres Kriechen
nach einem Potenzgesetz) unter axisymmetrischer Belastung und bei infi-
nitesimalen Verschiebungsgradienten ein Funktional angegeben, bei dem
ein Biegemoment und die Kriechgeschwindigkeit normal zur Mittelfläche
variiert werden. Grigoliuk und Lipovtsev ~-26_7 haben gezeigt, wie sich
dieses Funktional aus einem allgemeineren Prinzip ableiten läßt. In
1.-25_7 hat Rabotnov dasselbe Funktional für den gleichen Fall angegeben,
allerdings erweitert um einen Term, der auf dem Einfluß einer geometri-
schen Nichtlinearität ber~ht. Eine Ableit~~g oder Bezugn~~e auf ein
allgemeineres Prinzip fehlt hier aber. Weiterhin haben Grigoliuk und
Lipovtsev 1.-26_7, 1.-27_7 das Funktional von Sanders, McComb und Schlechte
1.-14_7 witer einer Reihe von einschränkenden Annahmen durch die Schalen-
wand integriert. Die wesentlichen Annahmen sind: Die Verzerrungs- Ver-
schiebungsbeziehungen werden durch den Ansatz von Donnell ~-28_7 appro-
ximiert, die Spannungsverteilung ist linear über der Schalendicke, die
elastischen Verzerrungen sind inkompressibel, und die Flächenbelastung
ist unabhängig vom Verschiebungsfeld.
Es ist nup zunächst das Ziel dieser Arbeit, neben den bisher bekannten
allgemeinen Prinzipen insbesondere drei Variationsprinzipe für einen
nichtelastischen, kriechenden Körper bei kleinen Verzerrungen aber end-
lichen Rotationen anzugeben. Das erste dieser Prinzipe ist dadurch ge-
ken_nzeichnet, daß in dem Variationsfunktional außer dem Geschwindigkelts~
feld auch das Verschiebungsfeld selbst auftritt, das aber für den betrach-
teten Zeitpunkt als gegeben angesehen wird. Variiert wird nun das Ge-
schwindigkeitsfeld. Im Hinblick auf die Entwicklung von Näherungslösungen
ist dieses Prinzip allerdings nur begrenzt brauchbar, denn einerseits ist
bei einem inkompressiblen Material die Inkompressibilitätsbedingung nur
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schwer zu erfüllen und andererseits führt dieses Prinzip bei einem nicht-
linearen Kriechgesetz auf ein Differentialgleichungssystem, in dem die
höchsten Ableitungen nach der Zeit nichtlinear enthalten sind. Mit Hilfe
der Lagrangeschen Multiplikatormethode wird daher dieses Prinzip erwei-
tert und ein zweites sehr allgemeines Variationsprinzip angegeben, bei dem
sowohl das Geschwindigkeitsfeld wie auch die Verzerrungsraten und Spannun-
gen variiert werden. Dieses Prinzip ist ein Analogon zu dem allgemeinen
Theorem von Hu ~-8_7 und Washizu ~-9, s. 68_7 für einen elastischen Körper.
Das dritte Prinzip erhält man durch jjVerkürzung" des zweiten Variations-
prinzips; hie~ werden dann nur das Geschwindigkeits- und Spannungsfeld
variiert, so daß dieses Prinzip ein neues Analogon zum Hellinger-Reissner-
schen Prinzip darstellt. Für seine Anwendung ist hier die Tatsache wichtig,
daß man mit dem Ritzschen Verfahren in manchen Fällen auch bei nicht-
linearem Kriechgesetz auf quasilineare Differentialgleichungssysteme kom-
men kann. Darüber hinaus braucht das Verschiebungsfeld nicht die Inkom-
pressibilitätsbedingung zu erfüllen.
Da die oben beschriebenen Variationsprinzipe für dünnwandige, viskose Scha-
len vielen Einschränkungen unterworfen sind und auch nicht geeignet sind
für die Anwendung auf das Kriechkollaps-Problem von Brennstabhüllrohren,
werden in Abschn. 4 dieser Arbeit die für die beiden Stoffgesetze angege-
benen Analoga des Hellinger-Reissnerschen Variationsprinzips zum Ausgangs-
punkt genommen, um approximative Variationsprinzipe für dünnwandige Flä-
chentragwerke unter hydrostatischer Druckbelastung zu entwickeln. Dies ge-
schieht im Rahmen der Kirchhoff-Loveschen Hypothese. Es wird vorausgesetzt,
daß die Verzerrungen infinitesimal sind bei nicht infinitesimalen Rotatio-
nen. Die entsprechenden Verzerrungs- Verschiebungsbeziehungen und die
Gleichgewichtsbedingungen für den symmetrischen Membrankraft- und Momen-
tentensor stimmen mit den von Sanders ~-29, S. 32 u. 33_7 auf anderem
Wege abgeleiteten Gleichungen u'berein. In der angegebenen allgemeinen Form
sind diese Variationsprinzipe nicht in der Literatur zu finden.
In Abschn. 6 werden dann zwei dieser Variationsprinzipe dazu verwendet, um
approximative Kriechkollapstheorien zu entwickeln, nachdem in Abschn. 5
die vorhandenen Kriechkollapstheorien (Kriechbeulthe9rien) diskutiert wur-
den. Dem Problem des Kriechkollapses von Brennstabhüllrohren muß bei gas-
oder dampfgekühlten Brutreaktoren besondere Beachtung gegeben werden. Ist
kein Druckausgleich zwischen dem kleinen Innendruck des Hüllrohrs und dem
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hohen Außendruck des Kühlmittels vorhanden, dann führt dieser äußere Über-
druck bei den hohen Temperaturen im Verein mit den unvermeidlich vorhande-
nen Fertigungsungenauigkeiten (z. B. Anfangsovalität) der Hüllrohre zu
einer progressiven Vergrößerung dieser Abweichungen von der perfekten Kreis-
zylindergeometrie. Läßt man außer acht, daß die Hüllrohre durch den mehr
oder weniger plastischen Brennstoff gefüllt sind, dann führt diese Kriech-
deformation nach einer anfangs schleichenden Bewegung zu einem sehr raschen
Anwachsen der Verformungen, die dann theoretisch nach endlicher Zeit
(Kriecp_kollapszeit) beliebig große Werte aYl.~e~.men. Bei der Beha~dlung die=
ses Problems wird in dieser Arbeit besondere Beachtung jenen Einflüssen ge-
geben, die bisher nicht oder nicht befriedigend untersucht wurden:
Einfluß der elastischen Verzerrungen auf die Kriechkollapszeit
Nichtlineare Spannungsverteilung in der Hüllrohrwand
Einfluß der Wärmespannungen und der Temperaturabhängigkeit der
Kriechparameter bei rotationssymmetrischer und nichtrotations-
symmetrischer Temperaturverteilung.
2. Die Grundgleichungen und die Formulierung der Anfangs-Randwertauf-
gaben
In diesem Abschnitt wird eine Zusammenstellung der kinematischen Beziehun-
gen, Gleichgewichtsbedingungen, Stoffgesetze und Randbedingungen gegeben,
und zwar für den Fall endlicher Deformationen.
Für die Behandlung von Problemen, bei denen die Oberfläche des Körpers in
vorgeschriebener Weise verformt wird oder bei denen vorgeschriebene Ober-
flächenkräfte den Körper belasten, ist es bequem, eine materielle Betrach-
tungsweise anzuwenden und dabei den gesamten Verformungsablauf auf ein
festes Referenzkoordinatensystem zu beziehen. In dieser Arbeit wird als
Referenzsystem ein Koordinatensystem im unverformten, spannungsfreien
Körper gewählt und alle tensoriellen Feldgrößen werden auf die Basis die-
ses Referenzsystems bezogen. Die Bezeichnungsweise folgt weitgehend der
von Green und Zerna i-30_7 und Green und Adkins i-31_7. Es sei darauf hin-
. .. __.. ,-__., _ 1-__ GI} •• _ _ • __ _ • " ~
gew~esen, aa~ ~n L )0_1 una L 51_1 mitgesc~eppte Koordinaten verwendet
werden und daß dort die tensoriellen Größen sowohl auf die Basis des Re-
ferenzkoordinatensystems im unverformten Körper wie auch auf die Basis
des verformten Koordinatensystems bezogen werden.
Zur Bezeichnungsweise sei weiter bemerkt, daß lateinische Indizes die
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Werte eins bis drei durchlaufen und sofern nichts Anderes gesagt ist,
wird von der üblichen Summationskonvention Gebrauch gemacht, d.h. es
wird in einem Produkt indizierter Größen über gleiche hoch- und tiefge-
steIlte Indizes von eins bis drei summiert. Eingeklammerte Indizes haben
keinen tensoriellen Charakter. In der symbolischen Schreibweise werden
-6Vektoren durch einen Pfeil gekennzeichnet z .B. U , und Tensoren werden
symbolisch durch Unterstreichen kenntlich gemacht z.B. ~ • Das skalare
Produkt zweier Vektoren wird durch einen Punkt a.B. a.·b , das vektorielle
Produkt durch ein Kreuz a.B. tixG und das dyadische Produkt wird durch
das Symbol 8 z .B. ä: e h gekennzeichnet.
~ ~ ~i
Es seien 7" der Ortsvektor, 8l und 8 die ko- und kontravarianten
Basiskektoren des krummlinigen Referenzkoordinatensystems e' (i=1,2,3)
im unverformten Körper (Abb. 1)
drBi .= öe"
ji ~ ~ -(
= 3i x/Je - i, j, k zyklischfT > (2.1 )
.... ~
3 :; dei (/" . 3i)
J'.~ [; i =/... .,.:.i.I; ~i :: .=d' i. :/:;
Wei terhin sind 9'i und j'i die ko- und kontravarianten Komponenten des
Metriktensors
(2.2)s" = 1':.j./
IIC (I Je/e:; 9 =- a i.
Infolge der Belastung erfahren die materiellen Punkte die Verschiebung lZ
.... i
::0 U':!1
(2.3)l c: hia: = 0.,"" tI. . ::0 q .. ...t:7 11 I I q "1 .
ai sind die ko- und kontravarianten Komponenten desDie Größen U, und
Verschiebungsvektors bezüglich der Metrik des Referenzsystems im unver-
formten Körper. Nach der Verformung ist der Ortsvektor des materiellen
Punktes







i. = ",2,.3 (2.4)
Basisvektoren des verformten Koordinatensystems. Die in (2.4) auftreten-
de kovariante Ableitung Gl./i der Verschiebungen a" ist durch
Je •r .. u l
"
definiert. Das Komma bedeutet die partielle Ableitung
';) Ci. Je
-?Je"
und r;J~ ist das Christoffelsymbol zweiter Art, das aus der Metrik des
Referenzsystems gebildet wird:
-" ~
G .. = /'. -G·~d ~, J'
Die kovarianten Komponenten des Metriktensors im verformten System sind
dann
Der Abstand zweier benachbarter materieller Punkte vor bzw. nach der Ver-
formung sei elr bzw. dR, mit
... i~'i dGJ';dei





der Lagrangesche Verzerrungstensor ist. Bei kleinen Dehnungen und Glei-
tungen aber nicht notwendigerweise verschwindend kleinen Verschiebungs-
_. k. . . . . .. _. _. _ _ _gradienten u/i sind die physikalischen Komponenten des Lagrangeschen
Verzerrungstensors den Dehnungen und Gleitungen gleich L=4_7. Dieser Fall
soll später für die Formulierung der Stoffgesetze zugrunde gelegt werden.




. d U;, (B~t)1
u i. - -ot (J1c#: ClmsT.
die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors
•ä = (2.8)
eines materiellen Teilehens sind.




wobei unter Beachtung der Symmetrie von e.',j
;.
=- e·eS • = e~d
.
Entsprechendes gilt dann für ~.
Für die Darstellung der Spannungen wird hier von dem Kirchhoffschen
Spannungstensor ~-4, 11, 31_7 Gebrauch gemacht, da er wegen seiner Sym-
metrie mathematisch bequem zu handhaben ist und da er die dem
Lagrangeschen Verzerrungstensor zugehörigen generalisierten Spannungen
-darstellt. Es sei n der Einheitsnormalenvektor eines Flächenelements JI
im unverformten Körper (Abb. 1)
Das Flächenelement dl ist eine der Seitenflächen eines Tetraeders
(Abb. 1), dessen drei andere Seitenflächen die Einheitsnormalebvektoren
.... lc






gilt. Der~t man sich jetzt das Koordinatensystem mit dem Körper verbun-
den, dann wird durch die Verformung eil in d~ und d(tlt.) in dlfM) uberführt.
*~ ~ ~ .Sind" der auf dF(I() und r der auf dr wirkende Spannungsvektor, dann
ergibt das Kräftegleichgewicht am verformten Tetraeder
_ -a (Je)
7 ofF =?" d~{J:J. (2.9)
(keine Summation)
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Führt man anstelle von r(J~) und r Spannungsvektoren -Sllc)und S ein, die
auf die unverformten Flächenelemente bezogen sind, dann ist
_(~) T(k.' dF(~)
S =
so daß damit aus (2.9)
folgt. Die Spannungsvektoren s(k'werden jetzt bezUglich der Kantenvekto-
....
ren ~L. des verformten Tetraeders zerlegt:
-(/&) oo ee» G~~ = S e
Wird der Spannungsvektor 3 nun auf die Basis des Referenzsystems bezogen,
dann erhält man mit (2.4)
== (2.10)
Il~ 14lClI:' S,,,,,,e)Die Größen S sind zahlenmäßig gleich den Werten q • Mit dem
Quotientengesetz folgt aus (2.10), daß die Sk~ die kontravarianten Kompo-
nenten eines zwei stufigen TensOrs ~
sind, dessen Basis die des Referenzsystems ist. Dieser Tensor wird als
Kirchhoffscher Spannungstensor oder genauer als Piola-Kirchhoffscher
Spannungstensor zweiter Art t-32_7 bezeichnet. Nach t-31_7 sind die kon-
travarianten KomponentensKtzahlenmäßig mit den kontravarianten Komponen-
n-'(k~ I \ •ten des Cauchyschen ,wahren) Spannungs~ensors durch
s)c~ _ f~ I TU
verknüpft. Hier ist
G = cl e-t LG ..~ ) .
Sind keine Volumen- oder Trägheitskräfte vorhanden, bzw. werden sie ver-
nachlässigt, dann lauten die Gleichgewichtsbedingungen der Kräfte am Vo-
-LumeneLement; in Rt.ch'tung der Basisvektoren I; (j "" 1, 2, 3)
(2.11)
wobei zu beachten ist, daß die kovariante Ableitung der kontravarianten
Komponenten des zwei stufigen Tensors ~durch
+ +
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definiert ist. Unter der Voraussetzung, daß keine Volumenmomente vorhan-
den sind, ergeben die Momentengleichgewichtsbedingungen die Symmetrie des
Kirchhoffsehen Spannungstensors
.s"~ = .s tk. (2.12)
Die Differentiation des Kirchhoffsehen Spannungstensors ergibt den Span-
nungsgeschwindigkeitstensor (Spannungsraten )
.s klo = d S"CCS"J-t)I .
Cit I eL :::. Cö1ll.$+ •.
Bei kleinen Verzerrungen, d.h.
k
-f + ek.
sind die Spannungsraten s~t zahlenmäßig gleich den relativen Spannungs-
,If
raten ~~( , die ja die zeitlichen Änderungen in bezug auf das mitbewegte
Koordinatensystem darstellen. Durch Differentiation von (2.11) nach der
Zeit erhält man die Gleichgewichtsbedingungen, denen die Spannungsraten
S• I(t ., .•genugen mussen:
Bei der Formulierung von Kriechgesetzen für den mehrachsigen Spannungs-
zustand wird gewöhnlich davon ausgegangen, daß die Verschiebungen und
Verschiebungsgradienten infinitesimal sind ~-2_7. Bei stationärem Krie-
chen entspricht eine solche Theorie dem Eulerschen Konzept des Fließens
von Materie t~2, S. 74_7. Setzt man voraus, daß die Verzerrungen klein
sind, nicht aber notwendigerweise die verschiebungsgradienten, dann sind
bei Bezugnahme auf das Referenzsystem die Dehnungen und Gleitungen propor-
tional den Lagrangesehen Verzerrungen (2.6), bei denen der nichtlineare
Term nicht vernachlässigt werden darf. Die Kirchhoffsehen Spannungen wer-
den näherungsweise gleich den wahren Spannungen. Ersetzt man nun in dem
Kriechgesetz den klassischen Spannungstensor und den infinitesimalen Ver-
zerrungstensor durch den KirchhQffschen Spap~ungstensor und den Lagr~~ge~
sehen Verzerrungstensor, so gilt das entstehende Stoffgesetz auch bei
großen Rotationen, weil es invariant ist gegenuoer starren Drehungen des
Körpers. In dieser Weise wird im folgenden vorgegangen werden.
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Zwei relativ allgemeine, für die technische Auslegungsrechnung wichtige
Stoffgesetze werden betrachtet, deren wesentliches Merkmal es ist, daß
sich die Lagrangesehe Verzerrungsgeschwindigkeit aus einem Potential ab-
leiten läßt. Dies ist wichtig im Hinblick auf die Formulierung von Varia-
tionsprinzipen.
Bei dem ersten, allgemeineren Kriechgesetz wird davon ausgegangen, daß
sich die Gesamtverzerrungsrate ej aus einem elastischen und einen nicht-
.,'; .11 ~




e:'; enthalte die Kriechrate ~: ' die Schwellrate ~J~ infolge Bestrah-
lung und die Wärmedehnungsrate cl ~ infolge eines zeitlich veränderlichen
r J
Temperaturfeldes T :
.. . . .
+- e~ - e :
sd r J
(2.15)
Insbesondere soll vorausgesetzt werden, daß
nungsraten sein soll.
.""e ~ unabhängig von den Span-
d
Gilt das Hookesche Gesetz (vergI. S. 92), dann sind die elastischen Verzer-
rungsraten mit den Spannungsraten durch
(2.16)
verknüpft. Wegen der Symmetrie des Kirchhoffsehen Spannungstensors ist hier
·lKsi =: S gl<d'
In (2.16) ist vorausgesetzt, daß der Elastizitätsmodul Eund die Poisson-
sehe Zahl Y unabhängig von der im allgemeinen zeitlich veränderlichen Tem-
peratur T sind. Ist dies nicht der Fall, dann tritt in (2.16) eine zusätz-
liche Verzerrungsrate der Form
[ .5j -fr.( ;f; iI) - s;: J: 1:r(:)}t
auf. Wir denken uns für das Weitere diese Größe in el/j enthalten. Dann ist
elj dadurch gekennzeichnet, daß es nur die Glieder enthält, die von den
• ft •
Spannungsraten abhängen, während eJ nicht von den Spannungsraten abhängt .
• /c.'
Im Text werden aber auch unter dieser Bedingung die e i als elastische und
die e'j als nichtelastische Verzerrungsraten bezeichnet. Zur vollständigen
Charakterisierung des Stoffgesetzes ist es noch erforderlich, eine Aussage
uber die Spannungsabhängigkeit der Kriechrate e~ zu machen; beispielsweise
c: d
kann hier die Invariantentheorie von Odquist, wie sie im folgenden
13
(GI. (2.28) bzw. (2.35» beschrieben wird, verwendet werden. Für die for-
male Ableitung der Gleichungen (2.17) bis (2.23) ist eine explizite Angabe
aber nicht erforderlich.
Mit der Funktion
.i ( i.ti- S• I( s· ~ - y S·.... oS--)Z. t=. "R I( E. - -
.,.
e ",kann Q auch durch
• I .
e ~ =d (2.17)
dargestellt werden. Mit
( I'Ws=tlsf-~ (2.18 )






Da (2.19) einen eindeutigen Zusammenhang zwischen ej und oSJc- liefert,
läßt sich das Produkt
allein durch ef undd










( .1/". e I I ." 10IIr e"')- L/'" e L e ~ ... ~ e _ ...
und den Lameschen Konstanten
E YE..
,} = (4~y)I-I-2. v) (2.24)
Die Funktionen t.It, und Ws sollen "Potentiale" (Kriechpotentiale) genannt
werden (vergI. S. 92).
In der zweiten Klasse von Kriechgesetzen werden elastische und nichtmecha-
nische Verzerrungen gegenuber den Kriechverzerrungen vernachlässigt. Die
Verknüpfung zwischen den Kriechraten und den Spannungen muß aus dem Experi-
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ment gewonnen werden. Einen tlberblick über wichtige Versuche bei einachsi-
gem und insbesondere bei mehrachsigem Spannungszustand sowie bei konstan-
ten und auch variierenden Spannungen gibt Rabotnov L-3_7. Danach wird deut-
lich, daß sich allgemein gültige Kriechgesetze mit den vorhandenen experi-
mentellen Kenntnissen kaum formulieren lassen. Ist das Material isotrop und
sind die Spannungen und die Temperatur zeitlich konstant, dann läßt sich
allerdings häufig das mehrachsige (genauer das zweiachsige), sekundäre Krie-
chen im Rahmen des bei Kriechversuchen üblichen Streubereichs recht brauch-
bar durch die folgenden Eigenschaften beschreiben:
Durch die Kriechdeformation findet keine Volumenänderung statt, d. h.
• Je
e Je = 0 (2 . 25 )
Ein überlagerter hydrostatischer Druck beeinflußt nicht die Kriechge-
schwindigkeit und
die Beziehung zwischen den Kriechverzerrungsraten und den Spannungen
ist tensoriell linear, d. h~
e.f :: e. ~ = ß S ~
CI c.d 10(/
wobei
Co .: A l< ~ ..
oSci = .s ci .:3 5 l< d.,j (2 .26 )
die gemischten Komponenten des Kirchhoffsehen Spannungsdeviators sind.
Der Proportionalitätsfaktor ~ ist nur eine Funktion der zweiten In-
varianten des Kirchhoffsehen Spannungsdeviators
-r ..., S':' ~
o<} JI: = z: 0 d oS L
~~d der Stoffkonstanten.
(2.27)
Damit lautet das zuerst von Odqvist L-l_7 aufgestellte Kriechgesetz (Inva-
riantentheorie von Odqvist)
ej = f (o;/:TI) 0-5: (2.28 )
Es sei darauf hingewiesen, daß hier vorausgesetzt wird, daß die Verzerrungen
und auch die Verzerrungsraten klein gegen eins sind, nicht aber notwendiger-
weise die verschiebungsgradienten. Ander~alls hat die Inkompressibilitäts-
bedingung nicht mehr die einfache Form (2.25) und auch der Deviator des
Kirchhoffschen Spannungstensors (2.26) verschwindet nicht identisch bei rein
hydrostatischer Druckbelastung.
Die Form der Funktion! läßt sich vollständig aus einachsigen Zugversuchen
bestimmen. Häufig wird (2.28) auch dann als gültig angesehen, wenn sich die
Belastung mit der Zeit ändert. Dies bedarf strenggenommen der experimentel-
len tlberprüfung.












so daß man anstelle von (2.29) auch
d iIs (5: - i $: I~Jt )
-os';
,;
schreiben kann. Die Dissipationsleistung pro Einheit
(2.30)
des unverformten
Volumens ist mit (2.25)




H;. ::. t M (2.32)
dann ist analog wie vorher
S~ d;/e wobei .... (2.33)= Cl • .; €", ::: 0
<I d Be.
Wird beispielsweise das sekundäre Kriechen im einachsigen Spannungszu-
stand durch das Potenzgesetz von Norton ~-1, 2, 3_7
"M -I




( k und ?\ sind temperaturabhängige Materialkonstanten) beschrieben, wo-
bei hier gleiches Verhalten im Zug- und Druckversuch angenommen wird,
dann hat (2.28) die Form
')0 -I
_ 1 k [.3 oJn ] ~ ost
und die Potentiale Ws und \je. lauten
k ?t+4CI [.3 :}Ii 1 L= -"Ys ;')1 '*" 'I J
-"!-k 'kfoC.... [$ oIj; ] ~We. :: 1)1'&.1<
..,., .... 1
(2.36)
wobei ~~ die zweite Invariante des Verzerrungsgeschwindigkeitsdevia-
tors oe i ist 1. •. ••
oIJi = 2 oe ~ ~;.
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wegen der Inkompressibilitätsbedingung (2.25) ist hier
.' •. ~'Ie pie : = e': --eJ<.dJ
o J d -3 Q
Die Existenz eines Kriechpotential ~ bzw. ~ soll für das Weitere aus-
drücklich vorausgesetzt werden, u. z , auch dann, wenn iis und iie nicht
durch (2.36) gegeben sind und wenn die Spannungen zeitlich veränderlich
sind. Darüber hinaus soll die Möglichkeit offengelassen werden, daß die
Kriechraten auch von der Zeit oder von Parametern abhängen, welche die
Verfestigung beschreiben. Derartige Ansätze werden bei den Zeitverfesti-
gungs- oder Dehnungsverfestigungstheorien zur Beschreibung des physikali-
schen Primärkriechens gemacht ~-1, 3_7.
Abschließend werden noch die Randbedingungen zusammengestellt. Auf der
Gesamtoberfläche CJ=tJ.."'C"r seien zwei Arten von Randbedingungen vorge-
schrieben.
Auf 0&& lautet die Randbedingung
•
• ="'"a .= U • (2.37)
.
'-="
CL ist als vorgegeben anzusehen. Dagegen wirken auf das Oberflächenteil
-::!'
0.,. von außen eingeprägte Kräfte. Ist t die auf das verformte Oberflä-
chenelement dF wirkende Spannung, dann erfordert das Gleichgewioht an
der Oberfläche
Setzt man
T--" = r d;:;dl
und zerlegt T bezüglich der Basen "jJc. des Referenzsystems
dann ist mit (2.10)
(2.38)
(2.39)
=Jc.Die Größen I sind im allgemeinen nicht nur abhängig von den eingepräg-
ten Kräften, sondern auch von den noch unbekannten Verschiebungen 'Lt ,
und zwar insbesondere dann, wenn die Oberflächenkräfte ihre Richtung mit
der Verformung ändern wie beispielsweise bei hydrostatischer Druckbe-
lastung.
Durch Differenzieren nach der Zeit erhält man aus (2.39) die Randbedin-
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gungen für die Spannungsraten
• JeT .- •-J<T (2.40)
Die Gleichungen (2.7), (2.13), (2.19) bzw. (2.22) sowie (2.37) und (2.40)
beschreiben zusammen mit geeigneten Anfangsbedingungen die Anfangs- Rand-
wertaufgabe für einen elastischen, kriechenden Körper. Geht man nun da-
von aus, daß zu irgendeinem Zeitpunkt das Verschiebungs- und Spannungs-
•• ·11 •
feld tLi und S 'J und die nichtelastischen Verzerrungen e; bekannt sind,
dann stellen diese Gleichungen eine Randwertaufgabe für die Geschwindig-
keiten tt.: und die Spannungsraten S'j dar. Diese Aufgabe ist vergleichbar
mit einem elastostatischen Problem, bei dem die Rotationen endlich sind
und bei dem Anfangsspannungen, -verzerrungen und -verschiebungen vorhan-
den sind.
Die Anfangs-Randwertaufgabe für einen nichtelastischen, kriechenden Kör-
per wird dagegen durch die Gleichungen (2.7), (2.11), (2.30) bzw. (2.33)
sowie (2.37) und (2.39) und geeigneten Anfangsbedingungen für die Ver-
schiebungen beschrieben. Sieht man hier die Verschiebungen ~~ zu irgend-
einem Zeitpunkt als gegeben an, dann beschreiben diese Gleichungen eine
Randwertaufgabe für ä, und -s'"J •
3. Variationsprinzipe
3.1 Allgemeines
Im folgenden werden Variationsprinzipe angegeben, die den oben genannten
Randwertaufgaben äquivalent sind. Insbesondere werden für einen nicht-
elastischen, kriechenden Körper mit kleinen Verzerrungen aber endlichen
Rotationen Prinzipe entwickelt, die nach Kenntnis des Autors bisher nicht
veröffentlicht wurden. Auf ihre Ableitung wird in Abschnitt (3.2) näher
eingegangen. Dagegen können die Variationsprinzipe für einen elastischen,
kriechenden Körper als weitgehend bekannt gelten, so daß auf ihre Ablei-
tung nicht weiter eingegangen zu werden braucht, zumal sie analog der in
Abschnitt (3.2) angegebenen Darstellung verläuft. Eine Zusammenstellung
erfolgt in Abschnitt (3.3).
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Für das Weitere soll vorausgesetzt werden, daß alle auftretenden Funktio-
nen hinreichend oft differenzierbar sind.
3.2 Variationsprinzipe für einen nichtelastischen, kriechenden Körper
Es wird vorausgesetzt, daß zu einem Zeitpunkt t die Verschiebungen u~
bekannt sind. Neben dem zu diesem Zeitpunkt herrschenden tatsächlichen
Geschwindigkeitsfeld Gtt , das die Inkompressibi1itätsbedingung (2.25)
-If'
erfüllt, werde ein benachbartes Geschwindigkeitsfeld "i betrachtet,
das (2.25) genügt
e.*1'/ -*- ~U /.,.. + u: I u..,.. 17'" - 0
bzw. (3.1)









erfüllt. Infolge der virtuellen Geschwindigkeit J'd;. erfährt das Kriech-
verzerrungspotential ~ die Änderung
hier ist
-JWe = r· .e e r ,<4 ~
Je j = -1 j-rttl i.j~ + (JtlJ/,i -/- (ltl'7/i.a_1i .,. ,/"1'(li",) ~'1
Mit (2.33) und wegen (3.1) ist dann
i (Je': .i es e
:=. _So cJ€. = S. de.
- ~ i & d (3.4)
Daraus ersieht man, daß die Anderung des Kriechverzerrungspotentials
gleich der Änderung der Dissipationsleistung ist (bei konstant gehalte-
nen Spannungen).
Integriert man (3.4) über das gesamte Volumen des Körpers, wobei die In-
tegration im Referenzsystem auszuführen ist, dann erhält man unter Beach-







= f [s'" a; f U"'/i) Ja", ]/ ,: cJV
v
/ [s'';(I; ~ Uli)]/" 14.," dV
JI
Da das Spannungsfeld die Gleichgewichtsbedingungen (2.11) erfüllt, ver-




Wegen (3.2) und der
= f .st;i(J":' + ü'l6t,,,) lIti iä,., dtJ.
o d
Spannungsrandbedingung (2.39) ergibt sich aus
(3.6 )
(3.6)
cf JiIe d I! -jT ,. fü,.. t10 .=I 0 (3.7 )
v r
Die Gleichung (3.7) wird als Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit be-
- IM
zeichnet. Sind die eingeprägten Oberflächenkräfte T unabhängig von der
Geschwindigkeit, dann kann anstelle von (3.7)
J /~ IW; p/,V - f T" a; do J = 0 (3.8)
v (Jr
geschrieben werden. Die Gleichung (3.8) besagt, daß das Funktional
.- Ir'"tt dtJ
Ur ...
für das tatsächliche Geschwindigkeitsfeld einen stationären Wert annimmt.
Es ist hier aber zu beachten, daß das Geschwindigkeitsfeld die Inkompres-
sibilitätsbedingung (3.1) und die Randbedingung (3.2) zu erfüllen hat.
Würde man (3.8) für eine approximative Lösung der Randwertaufgabe beran-
ziehen, dann kann die Zwangsbedingung (3.1) erhebliche Schwierigkeiten
bereiten. Daruoer hinaus filllrt (3.8) bei Verwendung der direkten Methoden
der Variationsrechnung auf ein System von Differentialgleichungen, in dem
die höchsten Ableitungen nach der Zeit nichtlinear enthalten sind. Nur
bei einem praktisch uninteressanten linearen Kriechgesetz ist dies nicht
der Fall. Ganz entsprechend führt bei einem nichtlinear-elastischen Ma-
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terial die Ritzsche Methode auf ein nichtlineares Gleichungssystem.
Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, l<a. nn man zunächst durch Anwendung
der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren i-10_7 die Variationsaufga-
be (3.8) von der Inkompressibilitätsbedingung und den geometrischen Rand-
bedingungen befreien. Dazu werden die Verzerrungsgeschwindigkeiten ej
als neue Veränderliche eingeführt; dann ist (3.8) mit den Nebenbedingungen





u.", :: 0 auf
(3.10)
zu erfüllen. Entsprechend der Lagrangeschen Multiplikatorenmethode wird
das Funktional (3.9) durch Einführung der Multiplikatoren J9V:l9i~ , ~
und e' erweitert,
...~r .= ! f h!e (ej -t e:lj)
.; III [ej - 1. (11. /i + "i/i. + u'"'F li"'li t a"'t'tLlIt/i)]
+ 8 e:: } dV
-i ,IM tl.,.. do - J c - (u.,.. - d..) 110
, v..
und es wird die Forderung
(3.11 )
(3.12 )
gestellt, wobei U, , e/ ,nj , 8 und C' unabhängig und ohne Neben-
bedingungen (außer der Symmetrie von Il'i und e.; ) variiert werden. Die
Variationsaufgabe (3.12) ist de!' Variationsaufgabe (3.8) mit den Nebenbe-
dingungen (3.10) äquivalent. Die Variation von (3.11) liefert
.J Hf[Je,f -1((Jd')l; + (Jtl,)/' t-(Ju-)t'U_/i +uii.(Jitll)/i)]
+ e~ J$ + s ge; } olV
-I iiNJt:... ~f) - / fCk.",-t.,..)/C" .;. C"cftt,.,JdP = O.
lJr dN
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Durch Anwendung des Gaußschen Integralsatzes läßt sich die dritte Zeile




r [ /i f a; + unr~. )}/<- J z: }d V
-r: r 11~ (li r a-;;) ~ij lu~ d"
-~fI[c~ T fJf[rI)'.fJ</,)'" jJu", '" (,;... - ii,..Jfe,"'jdd # 0
Oie
Variationen c!u" • dej • J/Ii . Js • J~i unabhängig sind. ist
nach dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung das Verschwinden der Ko-
effizienten von J'tl.. etc. eine notwendige Bedingung daf'Iir-, daß <Pr sta-
tionär wird. Die Koeffizienten im Volumenintegral liefern die Euler- La-
grangeschen Gleichungen und die Koeffizienten in den Oberflächenintegra-
len die natürlichen Randbedingungen. Diese Gleichungen sind der Randwert-
aufgabe für den nichtelastischen. kriechenden Körper äquivalent und des-
halb folgt sofort
=-f'
c" = .s1(cf; -I- U "'1,) '1t i =T-.
Aus (3.15) ersieht man die mechanische Bedeutung der Lagrangeschen Multi-
plikatoren.
Führt man (3.15) in das Funktional (3.11) ein. dann erhält man schließ-
lich das allgemeine Variationsprinzip
(3.16)
mit
(s1 r pJ1 Je;'
ti.'"'ji tl-li + u·F Uhe/i) } dV
( - u.. d
.I T a i; 0
°r




. . . .
Hier werden (,Li. ~ e~. = ei'; ~ S'l = SJi. und p unabhängig und ohne Neben-
bedingungen variiert. Aus dem Prinzip (3.16) lassen sich einige Sonderfäl-
le entwickeln.
. .
Verlangt man, daß die Verzerrungsgeschwindigkeiten si die Inkompressibi-
litätsbedingung e; = 0 erfüllen und drückt dann e. d~ durch die deviato-
rischen Spannungen entsprechend (2.29) bzw. (2.30) aus, dann wird aus
(3.17) mit (2.32)
,L : = f/S;' f(u~. + ÜvJ/ ';'U j" (LA.!."," + u M/ i tl_,L·.)
'PE v ( - -, .(1 "
- ~I.s~ _1 s:J~)}dV - ir»: do - fT 144(UJM- t ;.. ) do.
<.' d.J cl o- O~
In (3.18) werden U" und 5''./' = si.. unabhängig und ohne Nebenbedingungen
•
variiert. Besonders ist zu beachten, daß das Geschwindigkeitsfeld ~i
nicht die Inkompressibilitätsbedingung (3.1) zu erfüllen braucht. In dem
Integral über die Oberfläche Ote. kann r- als weitere unabhängig zu vari-
ierende Größe aufgefaßt werden oder man kann r"'" entsprechend (3.15)
durch die Spannungen ausdrücken.
Das Funktional (3.18) ist für die Entwicklung von Näherungslösungen von
Interesse. Gibt man die Ortsabhängigkeit des Spannungsfeldes sowie die des
Verschiebungs- und damit die des Geschwindigkeitsfeldes vor und führt die
Volumen- und Oberflächenintegration durch, dann kann die Variation bezüg-
lich der noch freien Geschwindigkeits- und Spannungsparameter auf ein Sy-
stem von quasilinearen Differentialgleichungen erster Ordnung für die Ver-
schiebungsparameter führen. Wesentlich ist~ daß sich alle Spannungspara-
meter allein durch die Lasten und die Verschiebungsparameter ausdrücken
lassen. Dies kann eintreten, wenn die Ansätze linear in den freien Para-
metern sind und wenn insbesondere die Anzahl der Verschiebungsparameter
mit der der Spannungsparameter übereinstimmt. Allerdings wird ein derar-
tiger Ansatz im allgemeinen nicht leicht zu finden sein, und sicherlich
ist diese Bedingung auch noch nicht ausreichend für eine sinnvolle Nähe-
rung. An einem Beispiel (Absehn. 6.3) wird diese Frage näher diskutiert.
Ein weiterer Sonderfall läßt sich angeben, wenn man in (3.17) die Verzer-
rungsrate ej durch das Geschwindigkeits- und Verschiebungsfeld ausdrückt.
Dann gilt mit (2.7)
ePJIL :=yJ(~(ed~ _ Je::' ä/) - P (u /~ r U"1'''(lltt/?')) dV
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Die Funktionen Uc:, f und T"'(auf 0,.) werden unabhängig voneinander vari-
iert. Erfüllt das zu variierende Geschwindigkeitsfeld die kinematischen
Randbedingungen (3.2), dann verschwindet das zweite Oberflächenintegral
in (3.19), so daß cP.nr dann eine Erweiterung von <:1> ' Gleichung (3.9), dar-
stellt, gültig für ein Geschwindigkeitsfeld, das die Inkompressibilitäts-
bedingung (3.1) nicht als Nebenbedingung zu erfüllen braucht.
Setzt man nun voraus, daß Verzerrungen und Rotationen infinitesimal sind,
dann erhält man völlig entsprechende Prinzipe, sofern man den Lagrange-
..
sehen Verzerrungsgeschwindigkeitstensor e; durch den infinitesimalen Ver-
zerrungsgeschwindigkeitstensor
ij' - ~ (Ü:'J + uj / i )
und den Kirchhoffsehen Spannungstensor S~ durch den klassischen Spannungs-
tensor ()~ ersetzt. Insbesondere muß man dann darauf achten, daß dann in
den Funktionalen die Verschiebungen u.~ selbst nicht mehr auftreten, sofern
nicht ein Dehnungsverfestigungsgesetz angenommen worden war. Die von Hoff
durch Analogiebetrachtungen mit einem nichtlinear-elastischen Körper an-
gegebenen Variationsprinzipe t-19_7 erhält man dann einmal aus (3.8) und
weiterhin aus (3.18), sofern man in (3 .18) die erste Zeile partiell inte-
griert und dann verlangt, daß das Spannungsfeld die Gleichgewichtsbe-
dingung
und die Sparmungsrandbedingung
. - .......ö"'~ m .. == T
erfüllt. Die entsprechenden Ausdrücke von (3.17) bis (3.18) und (3.19)
stellen dann verallgemeinerte Variationsprinzipe für nichtelastische,
kriechende Körper bei infinitesimalen Deformationen dar. Sie sind analog
zu den Variationsprinzipen eines inkompressiblen, elastischen Körpers auf-
gebaut; so hat Hermann t-33_7 ein Variationsprinzip angegeben, das (3.19)
entspricht.
3.3 Variationsprinzipe für einen elastischen, kriechenden Körper
Der Ausgangspunkt für die folgende Zusammenstellung ist die in Abschnitt
(2) beschriebene Randwertaufgabe für den elastischen, kriechenden Körper.
Es wird also ein Zeitpunkt t betrachtet, in dem das Verschiebungsfeld u~,
das Spannungsfeld S i.~ und das nichtelastische \Terzerrungsgeschwindigkeits-
·'1 . •• l .feld e ~ bekannt sind, während Ui und S J gesucht sind.
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Durch analoge Betrachtungen wie in Abschnitt (3.2) erhält man zunächst
das folgende Prinzip




und damit auch T nicht
Unter der einschränkenden Voraussetzung, daß die
kräfte T" nicht vom Verschiebungsfeld abhängen,
vom Geschwindigkeitsfeld abhängt, kann für (3.20)
J7jJ = 0
geschrieben werden, wobei
1'::: !{We. + I s'J Ü-h u"'/i } d V
(3.21)
(3.22)
•Hier wird nur das Geschwindigkeitsfeld "i variiert. Erweitert man das
Funktional (3.22) mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatorenmethode,




• • 'd T'" 0.U" €I.J"..s und auf k werden unabhängig und ohne Nebenbedingungen
" .....
variiert (außer der Symmetrie von e,,i und S" ). Die Eul.er-- Lagrangeschen
Gleichungen sind (2.7), (2.13) und (2.22) und die natürlichen Randbedin-
gungen sind (2.37) und ~2.40). Besseling ~-16_7 hat ein allgemeineres
Prinzip entwickelt, das auch die thermodynamischen Feldgleichungen als
Euler- Lagrangesche Gleichungen enthält.
• • i.-
Drückt man die Gesamtverzerrungsrate e'J durch die Spannungsrate S Cl und
die nichtelastische Verzerrungsrate e'~".i aus, dann gilt (2.19) und (2.21);
damit folgt aus (3.24) das Funktional von Sanders McComb und Schlechte
~-14_7:
PI:C: f {..s &J 1. (Ui./J + "iU, .,. ü.~/i. "-li + ,,:..,,; U-./d')
v
-Ir· ü .. do
()r
J7 .... rz; - tiloo) do
Db;
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Hier werden nur der Geschwindigkeitsvektor lli der Spannungsratentensor
er;- • IM
S" und T auf 0", variiert. Sanders, McColllb und Schlechte haben aller-
dings ihr Prinzip durch Probieren gefunden, wobei sie sich von dem
Reissnerschen Prinzip i-7_7 und den Prinzipen von Wang und Prager i-13_7,
die nur für infinitesimale Verzerrungen und Rotationen gelten, leiten
ließen. Pian i-15_7 hat das Funktional von Sanders et al. aus einem ver-
allgemeinerten Reissnerschen Prinzip für Körper mit Anfangsspannungen
und -verzerrungen abgeleitet.
Auf die entsprechenden Variationsprinzipe bei infinitesimalen Deforma-
tionen wird hier nicht weiter eingegangen; es sei nur erwähnt, daß man
die beiden Prinzipe von Wang und Prager i-13_7 als Sonderfälle erhält.
4. Variationsprinzipe für dünnwandige, viskose Schalen bei kleinen Ver-
zerrungen aber nichtverschwindenden Rotationen
4.1 Allgemeines
In diesem Abschnitt werden approximative, geometrisch nichtlineare Theo-
rien für dünnwandige Schalen dargestellt, u. z. für ein kriechfähiges Ma-
terial sowohl mit wie auch ohne Berücksichtigung der elastischen Verzer-
rungen. Ausgangspunkt für diese beiden Theorien ist zum einen das Varia-
tionsprinzip von Sanders, McComb und Schlechte (3.25) und zum anderen
das Prinzip (3.18).
Unter der Annahme, daß die Schalendicke klein im Verhältnis zu den Krülll-
mungsradien ist, sollen diese Theorien im Rahmen der Kirchhoff-Loveschen
Approximationen entwickelt werden. Diese Näherungen besagen, daß
1) Normalen der Mittelfläche auch nach der Verformung Normalen der ver-
formten Mittelfläche bleiben,
2) materielle Punkte ihren Abstand von der Mittelfläche nicht ändern,
3) und daß aufgrund der geometrischen Bedingungen 1) und 2) die Schub-
und Normalspannungen senkrecht zur Mittelfläche im Stoffgesetz nicht
berücksichtigt werden.
Darüber hinaus soll vorausgesetzt werden, daß die Verzerrungen infinitesi-
mal und die Rotationen endlich aber klein seien. Bei den Rotationen wird
C4.1)
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insbesondere angenommen, daß die Rotation um die Mittelfläche~~ormale
vernachlässigbar ist im Vergleich zu den beiden anderen Rotationen.
4.2 Geometrische Beziehungen
Die wichtigsten geometrischen Zusammenhänge und Bezeichnungen sollen
kurz zusammengestellt werden. Die Bezeichnungsweise folgt vorwiegend der
von Green und Zerna ~-30_7. Griechische Indizes durchlaufen die Werte
eins bis zwei und in einem Ausdruck mit gleichen hoch- und tiefgestellten
Indizes wird eine Summation von eins bis zwei durchgeführt.
Vor der Verformung sei der Ortsvektor r eines materiellen Punktes im
Schalenraum (Abb. 2) gegeben durch
r= fL$(Bje")
Hier ist
l der minimale Krüfumungsradius
Lf der Ortsvektor der Mittelfläche, die einfach zusammenhängend
sei und die Randkurve C besitze
a~ der Einheitsnormalenvektor der Mittelfläche vor der Verformung
e~ eine krummlinige Koordinate in der Mittelfläche der Schale
Ca = 1, 2)
h
die Koordinate in 2t~ -Richtung
die Schalendicke
,..)::: j 4:.<4 die dimensionslose Schalendicke .
Der Einfachheit wegen soll h bzw, A als konstant angesehen werden. Man
wird aber später sehen können, daß die abgeleiteten Gleichungen auch für
veränderliche Schalendicke gültig sind, sofern die Ableitungen von ~
-'bezüglich der Mittelflächenkoordinaten ~ von derselben Größenordnung
sind wie ~ 1.-30_7.






4 _ z ....
-
., ..... 3 _
-..a.. :: a.Z )( a.. 3 tz CL ::: Q,3 ;( a..", 1li. d..= a....
Q.= J~+(a:~.~j!)
....:>/.5. g~ { A ol.=t->~ .:::Cl..o(.oa, == 0 o/..4=ß
(4.2)
Die ko- und kontravarianten Komponenten des Metriktensors der Mittelflä-
che sind a.ot~und ä olP mi t
...:..
-Cl. litt-> ::: (l.ol" ~(!>
o..:;i.? ...... ol .... A (4.3)
""
a,... CL
tel. d'fo..~t" ~ :::
und es gilt
~<S ..... oL t:J.r ~
...... a = CL a..~~010 =- a.~oL Cl..
Die Ableitungsgleichungen von Gauß und Weingarten lauten
-'" r: Ir -:. .....
acZ)fb = "'f!> Q..r + h(J(.!" a. 3
-'" bll" .....
lÄ.,J ol- = - ot 0..1{"
I
In (4.4) bedeutet I~; das Christoffelsymbol
Ar ./ if S ( n
I ()(.ß = :i Q.. dl ot., f!> + ""'fiS) Dl.
~ -I(' .... ~g ~ ..... ~
:=: 0- ot.Jl3 • a. = a.;G)e>L "a.. = - a../0> a. ) d.
und bt:J.j3 sind die Fundamentalgrößen 2. Ordnung
-..:- ~ -::. -... --:IIl,-h
bol-13 = b~.,c. = - ClGi • 0-"113 = - a..;a" a...3 .... 1:ll! = a..~. a.ol,ß
b~ = (J..of. t b 8"(> h ol~::;:. o-oi.~ h;'-




~Dl. Jr~ -'"= a.~
- 1~ ...:..~3 ::> a.3 (4.7)
f«-~ .- J: -Aeh~
I
gegeben. Für die kovarianten Komponenten ~C:<t des Metriktensors des Scha-
lenraumes ergibt sich dann ~-30_7
3-ot.~ = (1)? [ac(.(l> - ..z ~ e b",(&
giX 3 = (4.8)
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und die kontravarianten Komponenten ~ i.i sind
~olß = (J)"L [ aDlI"> + ~ (~e) l:Jol.jJ + .s (rie/ /:/4"6; ~ ... ],) ~ c:< A
Weiter ist
!l :: ~ (/):3L ,f - (rIe) i; + (riB) dJ(h';) } (4.10)
d d 'CI"';" , 4- dJ '" M'4-4- ,+',., h '4-tL."1 . as J." ......acJ..Lene..Lemen \J -r usr 1 1. lJ ve.LJ. ..I-acJ. e :LS v
df == (~)J./i. dGJ"de.t
Mit dem Permutationstensor €-'/J>
(4.11)
€-P1 = € z e = 0 )
ist (4.12)
4.3 Das approximative Verschiebungs- und Verzerrungsfeld
(4.13)....... 17 -f..l,=-",V




Hier ist V der dimensionslose Verschiebungsvektor der Mittelfläche
....... e(-'" .... -"" ..... ,./.. ~V = 1J" a. ot. + ~ a...3 - 'u,..,. a. 7- /l.J' a..~
und fr_ der Einheitsnormalenvektor der verformten Mittelfläche. Weiter ist
1# die dimensionslose Normalverschiebung und 1J'-< bzw, t'"o(. = a.t»~ 1,)' «: sind die
kontra- bzw. kovarianten Komponenten der Tangentialverschiebung der Mit-
_ e(
telfläche ; die Dimension von 't)' ist gleich der von e und die Dimension
von ~ ist gleich der reziproken Dimension von e: .
Der Ortsvektor eines materiellen Punktes ist nach der Verformung
- ~ -»R=7+U.
- - ~




Mit den Ableitungsgleichungen (4.4) und der kovarianten Ableitung von U~
11"'"//& "'-
-0(
=- 1J-)~ + r',jS .,,'
11", I~ "'" a.ot.~ '1J'8'J{!I
ist dann





wobei 1.ct. bzw. 'lJoi. durch
'1cYoe. : -= - (~f)(. r b~(' tJ'K')
(4.18)
definiert ist.
Um im weiteren eine Reihe von Vereinfachungen vornehmen zu können, werden
jetzt mehrere Größenordnungsannahmen vorgenommen. Dazu wird zunächst die
geometrische Bedeutung einiger Flächentensoren erläutert.
Vor der Verformung ist [d r J8 = 0 der. Abstandsvektor zweier. benachbarter.
Punkte in der Mittelfläche; durch die Deformation wird er in ~dÄ!J$'o
überführt und die Änderung ist mit (4.14) und (4.17)
Durch Aufspaltung des Verschiebungsgradienten ~'/~ in den symmetrischen
und schiefsymmetrischen Anteil kann dafür auch
geschrieben werden. Wie man durch Berechnen der Verzerrungen der Mittel-
fläche
nachweist, stellt in (4.19) der Term
i (~/o( + ~tJt/tr - L 4.r 6J'M4)
bis auf einen konstanten Faktor die Verzerrung der Mittelfläche dar, wenn
die Verschiebungen und Verschiebungsgradienten als infinitesimal angesehen
werden. Weiterhin läßt sich dem schiefsymmetrischen Flächentensor
:1 (AJ'~/tI. - -tr",./r)
- 30 -
ein Vektor ..a. a, zuordnen derart, daß mit (4.12)
.a 7i.. x[dr]e=o = .R.12. Ii. [ d~-t Ci 2- - de 2 a. -t]
- L 1 ('IJ"rIDl. - ~/~) a<" de~
ist, so daß also
Jl..=
gilt. Aus dem Kreuzprodukt ..fl ~J;(Cd';'1; ersieht man, daß -Q. und damät
lJ1Ji-'1L - v""'/r) die Starrkörperdrehung des von [drL aufgespannten Mittel-
flächenelements um die Mittelflächennormale Gl3 darstellt, sofern die
Verschiebungsgradienten infinitesimal sind. Aus (4.19) erkennt man ferner,
daß die physikalischen Komponenten von ~ (o = 1, 2) die beiden Drehungen
der Mittelflächennormalen darstellen.
Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann für das Folgende vorausgesetzt
werden, daß die Koordinaten 67~ (a = 1, 2) dimensionslos sind, und zwar
sollen sie die auf den minimalen Krümmungsradius bezogenen Bogenlängen
darstellen. Dann sind auch ~ , 'fJot/4 , /;~ dimensionslos. In Anlehnung
an ähnliche Annahmen von Sanders ~-29_7 wird nun vorausgesetzt, daß die
(4.20)
Ir~inites. Verzerrung
Verzerrungen der Mittelfläche Q~ddie Rotation ~~ die Mittelflächennorma-
le von kleinerer Größenordnung sind als die beiden Rotationen der Norma-
len. Dazu werden die folgenden Größenordnungsannahmen gemacht:
Rotationen der Normalen ~'" ,... ~ =J.:::oe: 11
~ L~)L
1-
: i ('tJetj/J + ~/" -Z""" b"'/J) ,.,. (~)der Mittelfläche
Rotation um die Normale




Mit (4.17) und (4.12) errechnet sich jetzt die Normale der verformten
Mittelfläche aus
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und mit (4.12) ermittelt man zunächst
{- (V I/~ - z.t b~) (-V2./z. - /.er /,: )
- (1)~ - 14 b~ ) (~ 'e -,., /; ~)J
Vernachlässigt man alle Terme
Vergleich z~ eins, dann wird
(""il - '1Vb~),;zJ-" ] j.
l-
von der Größenordnung{A) und kleiner im
so daß man
bzw.
( - a( ..... )Q..s + 4J" a...,: (4.22)
(4.23)
~
erhält. Man beachte, daß ~J entsprechend (4.23) bis auf einen Fehler
z.der Größenordnung(A) Einheitsvektor ist. Ferner sei bemerkt, daß man
(4.22) bzw. (4.23) auch dann erhält, wenn die Rotation um die Normale
von der Größenordnung A ist.
Mit (4.23) lautet dann der Verschiebungsvektor (4.1))
(4.24)
Dieser approximative Ansatz stimmt mit dem der geometrisch linearen,
technischen Schalentheorie überein i-30_7.
Mit
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und (4.7) erhält man für die Verzerrungen (2.6) nach Entwicklung in Poten-
zen von (AB)
efll.{S = ~ (l)2. { 1r~I/!>+ ItJ'Jßlo(. - 2. 'l.o)" hot.~
.,. ). eL1ATotlh + 1lJ"t5lol - h: (1f)"~1.6 -'U7hf ,i) - h~ ('1J"flo/. - W-hrat.)]
- (rl efr h~Q(. '1A)' t,~ + hr f.> ll.T it'!ct. ] (4.25)
( .1 )2. _ ~ }+ I lA..10'.. U)~
und
LL •~ = (J.t {1ß"o' f/Jj,.,. + (11"~Io/. - llJ" ~rot) ('lr~ I,ß - 1.1.' b~ )Jot. }f.> t : Q
+ rl o[ W"r1o/. (",.r'lb - tJ" h~ ) +1P( 1,$ (,,'/01. - ~ h~)
-1V t b( Q(. """/b - 1A7'1f bcrlb 11lJ~ ] (4.26)
+ (Ae)2[II.liKloL 1c)'~~ + 'JAjlf bt"d 1.)' 9 h s ~ ] ~ .
Da S der auf den minimalen Kri.immungsradius 1 bezogene Ortsvektor der Mit-
telfläche ist und e~ hier die auf 1 bezogene Bogenlänge darstellt, wird
b~ von der Größenordnung eins. Wird weiterhin angenommen, daß die ;\nde-
rung tJ'''I~ der Rotation '!.J"ot von derselben Größenordnung ist wie .>.. und wer-
~




W fI.-/O ~... '" ( ""'"oc.l~ .;. /LT" lot )z:
und es ist (1)'..... -:0.U-.Joc.. Lc.. J (.!> = IZJ".... I'/.,j/,:> .
(4.28)
(4.29)
Zunächst sei be,merkt, daß die in (4.23) und damit auch in (4.24) vorge-
nommenen Vernachlässigungen mit der hier durchgeführten Approximation
konsistent sind.
z.
Der Flächentensor c/.(boc. ist von der Größenordnung t).) ; er beschreibt den
Verzerrungszustand der Mittelfläche. Wegen der Annahmen (4.20)2 enthält
er nur den nichtlinearen 'rerin 'l.c)ac. IJJ,. . Der Flächentensor CJtJ.(.!> ist von der
Größenordnung). ; er beschreibt die Krtimmungsänderung der Mittelfläche.
(4.30)
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Der Einfluß der Rotation.fl. um die Normale ist wegen der Annahmen (4.20)2
hier nicht enthalten. Es ist denkbar, daß CD.pvon kleinerer Größenord-
nung ist als A. Das bedeutet dann aber, daß die Verformung primär nur
durch Membrankräfte bestimmt wird, so daß also hier Fehler in ~~von ge-
ringer Bedeutung sind.
Nun ist zunächst darauf zu achten, daRl in (4.27) e_f& kein Flächentensor
ist, vielmehr werden hier die Indizes eigentlich mit der Metrik (4.8) und
(4.9) herunter- bzw. heraufgezogen. Berücksichtigt man dabei aber konse-
quenterweise nur Terme von der Größenordnung (A)t, dann muß im Rahmen die-
ser Approximation die Metrik des Schalenraumes durch die Metrik der Mit-
telfläche approximiert werden, so daß also
z
SDL~ = (i) a.ol./->
gell' :: (ir a. ~~
ffl '" A (1.)3
gesetzt werden kann. Entsprechendes gilt dann auch für den Kirchhoffschen
Spannungstensor. Im Vergleich zu der Operation des Herauf- und Herunter-
zLehens bei den Flächentensoren oI..~ , Ci>«.f& , 'fl'-, , M"oe. etc. beachte man
aber bei e_,4 und .so/./> die Faktoren (1)'1. und {1.tl' in (4.30). Dieser Unter-
schied beruht nur auf der Normierung des Ortsvektors der Mittelfläche
(4.1).
4.4 Variationsprinzipe für viskose Schalen mit Berücksichtigung der ela-
stischen Verzerrungen
Ausgangsp~~kt für die weiteren Untersuchupgen ist das Variationsprinzip
von Sanders, McComb und Schlechte (3.25). Für das Verschiebungs- bzw. Ge-
schwindigkeitsfeld wird (4.24) mit (4.18) zügrunde gelegt und der Verzer-
rungstensor wird durch (4.27) mit (4.28) approximiert. Weiterhin werden
die Terme im Volumenintegral von (3.25), die die Schubspannungen S ~
und die Normalspannung S~ enthalten, fortgelassen.
Es sei vorausgeschickt, daß die zweistufigen Tensoren vorwiegend durch
ihre gemischten Komponenten dargestellt werden, um die Gleichungen mög-
lichst ubersichtlich zu halten.
Wesentlich für das Folgende ist, daß zunächst keine Annahme über die Ver-
• . ...0/.
teilung der Spannungen S (!J bzw. ihrer zeitllchen Ander-ungen S (!. über der
Schalendicke gemacht wird.
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dann lautet (3.25) unter Beachtung von (4.18), (4.24) und (4.27) bis (4.30)
11J 1( -ill 0 ß ., tl - - ~ I / jdV j-d!-":TE == SfJ eil( +j, s fJ IIJo{ 14 - 1'(05(.3;:;) - T. a dO J
Y ~
wobei ~ die zeitliche Änderung der eingeprägten Oberflächenlast ist;
das Potential JIs entsprechend (2.18) bekommt die folgende Form:
,~/ ~[I-I/ -c'4 v·. or -//4 S""JWs = i. At:.s,4 5 P( -;g S, Sr T 2, e 0(. ~ _ ( 4.32 )
• otDie Variation der Spannungsraten S;.s in (4.31) liefert nun das Stoffge-
setz als eine der Euler-Lagrangeschen Gleichungen
_"" ",,"11' 0olo Y .~(7ol -l/fI/,
e 13 - e 0/3 + e SI"'" cJ;s - e: ~ ;:::: 0 )
deren Auflösung nach Sß die Gleichung
• Ol e [ -.. 0".S - e-e~ == ""'''lI jJ /& (4.33)
(4.34)
ergibt. Integriert man jetzt die ersten beiden Terme im Volumenintegral
von (4.31) über die Schalendicke, dann erhält man
fiS; i~ -I- 1 s~ tt4c w~} d,JI =:
11 I( 1Ii;: tit ~ -I- ~; ~ ~ + 1 rJIl;: ,,;#/- M/$j eil .
I
Hier ist mit (4.30) und (4.11)
dV -= fj de"dei tlB == ~.t aB tJ!f
und ~l
«/-:== ~L{ I 5'; dB
-~~




Unter Beachtung der in Abschnitt (4.2) angegebenen Approximationen stellen
cL oL~ß und .~~ die gemischten Komponenten des Membrankraft- und Momenten-
tensors dar {-30_7. Die kontravarianten Komponenten sind durch
"/~
.-nD'j3 == a.. rß -n. ~ =.,4 (.R)3 J s ~fJ> d. e
-~l.
"/~
Im ~tG = a..Jtj!l ~ ~ = (~f(.I)3 J Sol~ e de
-~
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gegeben. Sie sind symmetrisch.
Setzt man voraus, daß sich die Elastizitätskonstanten E und v nicht uber
die Schalendicke ändern, dann ergibt die Integration von (4.33) mit (4.35)
und (4.27)
• tJl E! . oi 2-~,;i( ""'} _ .11 K
o« /} = A~ v' ß Ce>;$ + A-)/ r o /& ~ /.J
Hier bedeuten(s. S. 92) ~L
'J)~;;. ~.R jd(5) - h
-~z
"I, 3 .p












.n"~ := ~L 1;v j {e~~ + ,,~v e~ l;)oIs
,- -~
~/'; : = (,J)LL /1;11 J(e~+ /I~)/ e'; J;) e da .
-~(4.39) erhält man
"/z
AL fe'~ dtiJ = ~}I (;;;'11;
-~
"'lI,
.:. ' /lI-Y (/ '/1"'-(ti) i j eN/J e de a rr: /}H ~
-~..lo
und aus (4.37) berechnet man





( ~/C . ".,.. )wr == - e +4w-~.s r
und
(4.42)




Man erkennt~ daß sich die durch (4.43) dargestellten Spannungsraten als
Folge aus den Euler-Lagrangeschen Gleichungen (4.33) ergeben, sofern man
die in Abschnitt (4.2) gemachten geometrischen und kinematischen Approxi-
mationen zugrunde legt, und daher ist dann (4.43) mit der Euler-Lagrange-
schen Gleichung (4.33) verträglich. Aus (4.43) ersieht man, daß die Ver-
teilung der Spannungsraten über der Schalendicke nichtlinear ist~ denn im
allgemeinen sind die in e~ enthaltenen Kriechraten durch eine nichtline-
are Beziehung mit den Spannungen verknüpft. Da die nichtelastischen Ver-
....
zerrungsraten e; in dem betrachteten Zeitpunkt als bekannt angesehen
werden~ sind die Spannungsraten S;: berechenbar~ sofern die zeitlichen
Änderungen der Membrankräfte und Momente bestimmt sind.
(4.44)
'"W =s
Wird jetzt (4.43) als Ansatz für die Spannungsraten zugrunde gelegt, dann




Der Zusatzterm Zre,";;) enthält nur Integrale über die nichtelastischen
Verzerrungsraten; da diese in dem betrachteten Zeitpunkt als bekannt ange-
sehen und nicht variiert werden, kann der Zusatzterm im folgenden fortge-
lassen werden.
Die ersten beiden Zeilen von (4.44) stellen die bekannte elastische Form-
änderungsenergie pro Einheit der Mittelfläche dar, ausgedrückt durch die
zeitlichen Anderungen des symmetrischen Membrankraft- und Momententensors.
Die beiden weiteren Zeilen berücksichtigen die nichtelastischen Verzer-
rungen. M~n beachte, daß hier (4.40) gilt.
,.
Interessant ist, daß man formal denselben Ausdruck ~s (ohne Zusatzterml)
erhält, wenn man anstelle von (4.43) eine lineare Spannungsverteilung
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zugrunde legt. Dann haben aber die Kriechraten und damit e/f> ' n.(5 und
• 'r"»n: fJ andere Werte.
Auf die beiden im Abstand h/.l zur Mittelfläche verlaufenden Oberflächen
wirken Kräfte. Da voraussetzungsgemäß die Schale dürm ist, ist es zulässig,
die Kraftangriffspunkte in die Mittelfläche zu verlegen. Für das Weitere
soll nun der praktisch wichtige Fall einer ortsunabhängigen, hydrostati-
schen Druckbelastung angenommen werden. Da diese Druckkraft normal zur ver-
formten Mittelfläche wirkt, ist die zeitliche Änderung der eingeprägten
~
Kraft T abhängig vom Geschwindigkeitsfeld. Es muß daher untersucht wer-
den, unter welchen Bedingungen in diesem Fall ein "Druckpotential ff 7[., der
auf die Mittelfläche wirkenden Kräfte existiert (zur Bezeichnung "Poten-
tial" vergl. S. 92). Zur Herleitung dieses Druckpotentials muß von dem Aus-
druck
ausgegangen werden (vergl. 3.20), und es muß nachgewiesen werden, daß eine




hier istp der hydrostatische Druck, d{ das unverformte und dF das ver-
formte Flächenelement der Mittelfläche und Jt der Einheitsnormalenvektor
der verformten Mittelfläche. Mit
ist
:; = fi :=
und (4.46) wird
1 T (e:) f- ••. =
9=0
-'>
sofern man berUcksichtigt, daß F1.J strenggenonunen ein Einheitsvektor sein
muß. Man erhält durch Entwicklung des Nenners und Vernachlässigung von
2-




•f= _[P/IQ.a+ p w./4]a,r -I-i> (A-I- V~« - 1J6~)tfJ(iJ./r;I.-";b:)]l1.J.
Unter Beachtung von (4.24) und (4.18) wird
r·Ji:(eDO) =--f(ffi('1JJ,..... + ~J' 'P') 7-p(~~ f'rr Vd')] J ,;,4
- [;(,f" ?J~ -&7b:j -I- ,P!"Ü"k -;,. 6:)} J~ j .
(4.48)
Ist
.....~ .... .t I"'"
)I = Y a..-, =v~ a. der äußere Einheitsnormalenvektor auf der Randkurve C ,
der in der Tangentialebene der Mittelfläche liegt und ist dd das Bogenele-
ment der Randkurve, dann erhält man mit Hilfe des Gaußchen Integralsatzes
IJ~)r J~/4t11 = /cf>f. ~Jv"'dC -11MJ~"'t. cl/.
Damit ergibt die Integration von (4.48) über die Mittelfläche
(4.49)




7Z/ = .e ( -f> (-1 -I- 2''''/", - u 6:) z:, -I- P('1J;,r -I-f-r v~) v.~
+1 ;0 (./;r/'> V r -zJ /"'" -I- h; ('Ü"'/' j - ,10 tW v"'"t) .




nur bei bestimmten Randbedingungen, und zwar insbesondere dann, wenn -wo
(> • ""'"oder ~ oV (virtuelle Tar~entialgeschwindigkeitnormal zur Randkurve)
oder beide Geschwindigkeitsgrößen auf dem genannten Rand c1 gleich Null
sind. Man erkennt unmittelbar, daß dies bei einer eingespannten oder gelen-
kig gelagerten Schale der Fall ist. Auch bei einer Schale, die keinen Rand
besitzt, also geschlossen ist, ist (4.52) erfüllt. Für das Folgende soll vor-
ausgesetzt werden, daß das Randintegral (4.52) verschwindet.
Einen (4.51) entsprechenden Ausdruck für einen elastischen, dreidimensiona-
len Körper hat Pearson i-34_7 gegeben und analoge Überlegungen fii~ eine ela-
stische Zylinderschale wurden von Pflüger ,-35_7 angestellt.
Die Randkurve C der Mittelfläehe und die Normalen ä.oS und Y auf C mögen die
Randfläche O~ definieren. Für die auf diese Randfläche ~ wirkenden Spannun-
gen soll vorausgesetzt werden, daß sie nicht vom Verschiebungsfeld abhängen.







J-s. •7i.:= T·;;: do
e 0"
darstellen. Die Größen fillil, m«' und iftl( sind die Komponenten der zeitli-
•
chen Änderungen der Randkräfte und Momente. FUr die Rotationsrate 'Wot
läßt sich mit (4.18)
Wo' ::: -(~/~ 7- 6: Pd') =-.t[~ ;~ - €Dt;" v";~J-b~~ (4.54)
• -, .. . . dzO e>2J.
schreiben, indem man ~«nach den Komponenten ce und ~ bezUglich der
Randkurve C und der äußeren Normalen V entwickelt. Hier ist dv das Bogen-
element in Richtung Y . Mit (4.54) und unter der Voraussetzung, daß
.w ";"ol. €clj3 y/2 eindeutig ist, wird aus (4.53) nach partieller Integra-
tion Uber die Randkurve
~(~ ~t~ . [~« ]d~~:: ..tc:y [1l« - 1'1 br ]1Jot - ?H )1-: C>C
r [t- L .fc (~« Cot,-a))/&)] ~ } dC . (4.55)
"cl
Der Term -?11. 6o'~ )115,1 ist die zeitliche Ableitung des Torsionsmomentes am
Rande und der Ausdruck
;i4 := ~ _ ,RJe{d:t ot c-o/& yl3 }
stellt die zeitliche Ableitung der Ersatzquerkraft dar, deren Einführung
bei Theorien, die auf ~er Kirchhoff-Loveschen Hypothese beruhen, erforder-
lich ist.
Es muß jetzt aber beachtet werden, daß das Potential 1tc der Randbelastun-
gen (vergl. S. 92) bei hydrostatischer Druckbelastung mit der Bedingung
(4.52) verträglich sein muß. So muß beispielsweise bei einem gelenkig ge-
.:.Jt • --lagerten Rand (.,;,.::::,0) der Ausdruck 11,,)' in ICe fortgelassen werden.
Mit (4.34), (4.44), (4.51) und (4.52) sowie (4.55) bekommt das Funktional
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(4.31) nach Integration über die Schalendicke die folgende Form
S{ .at·/), el"~ 1\ 111'rx= i.~d<.~+~~Cc>DtTil)l.f&1.)ot.'W -',./$- fIol~ -lC,.
f
Das Variationsprinzip lautet dann
(4.56)
wobei ';0/. ., ~ , ,;",,~. M~" , M:1'o=: ~/h4 variiert werden. Die erste Varia-
tion von (4.56) führt auf mehrere Ausdrücke, die mit Hilfe des Gaußschen
• t/.f\ • o/.{'.Integralsatzes und der kovarianten Ableitung von In. (bzw.)'h. )
• d..~ • rl.fa r;ol. .A" Ft~. rI.~
-n.. Ir == '}1. .Jt + 'r>. 11. + 'r~ /)l
in Randintegralelioerführt werden können:
1~~~St"otJIa cl f = 1§Vf.1 .y"tt~u. d C - fdz.ol./'s11f> JVol. r1 ~
f c fJNo...{>~.. J";'f> rJ I ~ .e i v,,';'«(>""'.. J-bJ sc -/ r .t:.""A.ol'"JIt' J,,;, Jf
f~ mfl.~[ä~)fI + bJrf!' J-1i JtJIcl. t1~ = .
J.{ 'Ii~ e·f' ·tJ~ ~&""'1
=- tl YoL?'n J,(bt d 11 +)1oL. I)M. Y~ cJ'()V
_(~IIi~jct. Y{II -.R. ;c (~"J)l1 6t1.~ yJS») JM} drJ
- f{~ «,6,,, bts r 81Y r - mol~Jo(~ JM- 1d j .~ .
Mit diesen Beziehungen und (4.51) folgt aus (4.57) unter Beachtung von
(4.52) A
[ ' ~ ()Ws]~.ot
-+ Wo(. - o~~ O"MI!'
s (t> • h" · IJfJ CI(
+ 'n 12.-'5 f.> -?)l. j, hß -
_ P1. /Wol. - Pl ~cl. Jcl ,,;. cl ( 4•58)
/
- • oL t- ( .,,~) oL~ • ) • ol(i
_ AL J,. •• - '"" M., I A - ('1A. tW'0!l -,','2. + ')s,L 1,«(-10-
-- 1.. "'fJ4~'" -, I':> - - -
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-l':t r~:'-~ bl{ - 'h. y~ +- ')/l". b(&}", oVe{ - 'l'l-\ Ve{ -~ YoJ. y~ ~
• • (!> r:l.f& • • cLf!> d ("'l~ ~)J (' .}dC+ [ f*+?trl. tWo(.Yp + 7l. 1.84 )1-> -)'Vl. /11I.'1)/1> + ).~ l\1A Ys bol.~ v o'W =0
,.








d Wf. A+\I { • I! V·! f (!, I ..:.. n 1& _ --.:!..-~f dP )~ Il'~"'" - -- /}'M. - - NI..<. , 0 ol .,....... d. A.J.. V f..c.·
Cl "",- - E. B \ cL A -r lJ .
Wegen der Beliebigkeit und Unabhängigkeit der virtuellen Größen J.vo(., cf;., ,
dth.~, J~~ auf der Fläche? folgt zunächst aus (4.58), daß die eckigen Klam-
mern unter dem Flächenintegral verschwinden müssen. Die Forderung nach dem Ver-
(4.61)
(4.60)
schwinden der ersten beiden Klammern liefert das Stoffgesetz
A
• ,;. '0 Ws == 0oc~ dm.~
A
• ., ?J Ws
(;VI:!> ?." == 0
,- v ')'11\. d..
Die Forderung nach dem Verschwinden der restlichen Klammern liefert drei Bedin-
• ci.f!> • elf!>gungen für die zeitlichen Änderungen ~ , ~ der sechs Spannungsresultieren-
den. Diese drei Gleichungen sind die Gleichgewichtsbedingungen der resultieren-
->
den Kräfte an einem Schalenelement in Richtung der Basisvektoren QL~(a = 1,2)
.....
und ~3. Außerdem folgt aus (4.58), daß die eckigen Klammern oder entsprechend
die virtuellen Größen J~c! J cf~ .l J J":" unter dem Linienintegral und damit
auf der Randkurve C verschwinden;" hier muß beachtet werden, daß (4.52) erfüllt
sein muß. Diese letztgenannten Forderungen ergeben die vier Randbedingungen auf
C, und zwar folgen aus dem Verschwinden der eckigen Klawmern die dynamischen
Randbedingungen und entsprechend liefert das Verschwinden der virtuellen Ge-
schwindigkeiten JVII( , J~.! ,d'l4' auf C die kinematischen Randbedi.ngungen ,
Man sieht, daß die Gleichgewichts- und dynamischen Randbedingungen direkt bezüg-
lich der Zeit integrierbar sind. Ein Vergleich mit den geometrisch nichtlinearen
Schalentheorien von Sanders i-29_7 zeigt, daß die Verzerrungs- und Verschiebungs-
beziehungen und die Gleichgewichtsbedingungen mit der approximativen Theorie
für kleine Verzerrungen und kleiner Rotation um die Normale übereinstimmen, so-
fern man in der Arbeit von Sanders die Querkraft aus den Gleichgewichtsbedingun-
gen eliminiert. Allerdings hat Sanders nicht den Fall der hydrostatischen Druck-
belastung betrachtet und elastisches Materialverhalten angenommen.
Im folgenden werden noch zwei Transformationen des Funktionals (4.56) abgelei-
tet, und zwar mit Hilfe der Euler-Lagrangeschen Gleichungen (4.60) und (4.61),
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errechnet. Die Relationen (4.60) und (4.61) bzw. (4.62) und (4.63) sind
natürliche Bedingungen [-1o_7 der Variationsaufgabe (4.57). Fügt man sie
von vornherein als Nebenbedingungen hinzu, dann bleibt in dem neuen Pro-
blem der stationäre Charakter von ~Z erhalteni-10_7.
Zunächst sei die Nebenbedingung (4.61) bzw. (4.63) betrachtet. Sie läßt
sich einfach in der Weise berücksichtigen, indem man in ~E die zeitli-
chen Änderungen der Momente nicht mehr als unabhängig zu variierende Grös-
sen auffafilt, sondern man denkt sie sich entsprechend (4.63) durch die Ge-
• et •




Die hier an sich auftretenden Zusatzterme , die nur die Integrale 12 /3 und
"noL
~ß enthalten, können fortgelassen werden, da sie nicht variiert werden.
ft • ,,~ • tiM· •
In Jt'JI werden -n :. 12 , V'ce und 2cr variiert und es gilt
cf ?/J1I.1t == 0 .
Für die Spannungsraten s~ erhält man mit (4.63) aus (4.43)
" 0(. .Ir. ."l " 1111I.) , e Ei (" ol l!. " ~ \' ~ )




- -- ·e.AI.A-I-1I r " (4.67)
In gleicher Weise körlUen aus (4.56) sowohl ~~wie auch ~~ mit Hilfe der
Nebenbedingungen (4.62) und (4.63) eliminiert werden. Dann erhält man
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In dem Funktional )11][ werden nur 11' und sr variiert und es gilt
**J 7fJ1l. =- O. (4.70)
Das Prinzip (4.70) entspricht dem Prinzip vom Minimum der Potentiellen
(4.71)
Energie bei Vorhandensein von Anfangsverzerrungen- und Spannungen und end-
"D/.S~ ergeben sich aus (4.43) mitlichen Rotationen. Die Spannungsraten
(4.62) und (4.63) zu
5~ -~/;v [~~ + .,1:V ri.;cf; fd.e(w;+):.v ~:J;')
_;:""e;(, _}l_ eil, ~~)J( e /& -+ A-V ? CI tS .
Einige allgemeine Bemerkungen zur Anwendung sollen noch gegeben werden. Es
soll zunächst (4.57) zum Ausgangspunkt genommen und das Ritzsche Verfahren
oder die Methode der Finiten Elemente angewendet werden, um eine Näherungs-
lösung zu entwickeln. Für das Verschiebungsfeld sowie fUr die Membrankräfte
und Momente werden Ansätze gewählt, die noch freie zeitabhängige Parameter
linear enthalten. Nach Variation bezüglich der zeitlichen Ableitungen die-
ser Parameter erkennt man, daß die Anwendung des Variationsprinzips gleich-
bedeutend ist mit einer gewichteten Mittelung des Stoffgesetzes, der Gleich-
gewichtsbedingungen und der dynamischen Randbedingungen. Diese Ansätze mUs-
sen von der zu erwartenden Lösung des Gesamtproblems her gesehen geschickt
gewählt werden.
Gelingt es nun insbesondere Ansätze (linear in den Parametern) derart zu
finden, daß die Anzahl der Verschiebungsparameter mit der Anzahl der Membran-
kraft- und Momentenparameter tibereinstimmt, dann ist zu erkennen, daß nach
Anwendung des Ritzschen Verfahrens zwei entkoppelte Systeme von linearen
Gleichungen fUr die zeitlichen Änderungen der beiden Parametergruppen ent-
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stehen können. Das erste System folgt aus dem gemittelten Stoffgesetz und
das zweite aus den gemittelten Gleichgewichts- und dynamischen Randbedin-
gungen. Falls die Zahl der Gleichungen des zweiten Systems mit der Anzahl
der zeitlichen Ableitungen der Membrankraft- und Momentenparameter überein-
stimmt und diese auch in dem zweiten Gleichungssystem auftreten, dann las-
sen sich nach Integration bezüglich der Zeit (bei vorgegebenen Anfangsbe-
dingungen) die Membrankraft- und Momentenparameter allein durch die Ver-
schiebungsparameter und die Lasten ausdrUcken und daher aus dem Problem
eliminieren. Ein derartiges Beispiel ist in Abschn. 6.3 (S. 68) angegeben.
Im allgemeinen werden aber solche Ansätze nicht leicht zu finden sein.
Ist man an einer genauen Untersuchung, insbesondere an der nichtlinearen
Spannungsverteilung Uber der Schalendicke interessiert, dann ist es erfor-
derlich, die lokalen Spannungen in der Schale zu berechnen, um daraus dann
.11 t:i& • II~
die Kriechraten und die Integrale ?V~ und m j'J zu ermitteln. DafUr stehen
die Gleichungen (4.43) fUr die Spannungsraten .s~ zur VerfUgung. Diese
Gleichungen zusammen mit den durch das Ritzsche Verfahren gewonnenen Glei-
chungen stellen ein Systemvon Integro- Differentialgleichungen dar. Indem
die Spannungsraten nur an diskreten Stellen berechnet werden, wird das
Problem auf ein System gewbnnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
fUr die Spannungen, Spannungsresultierenden und Verschiebungen reduziert.
Nachteilig ist, daß die Anzahl der Differentialgleichungen sehr groß ist,
da die Spannungsraten an vielen diskreten Punkten berechnet werden mUssen.
Um diese Anzahl zu vermindern, ist es im allgemeinen vorteilhafter, von
demVariationsprinzip (4.66) oder besser (4.70) auszugehen, wenn auch der
Hauptanteil der Gleichungen durch (4.67) bzw. (4.71) gestellt wird.
Der Umfang des Differentialgleichungssystems kar~ durch das folgende Vor-
gehen erheblich reduziert werden. Zunächst trifft man die Annahmen, daß die
Spannungsverteilung über der Schalendickeim Gegensatz zu (4.43) allein
durch die Membrankräfte und Momente bestimmt ist. Dies ist dann und nur
dann der Fall, wenn man eine lineare Spannungsverteilung oder ein Sandwich-
modell (Doppelmembran L-1, 2, 3_7)annimmt; das Sandwichmodell ist wegen der
leichten Integration über die Schalendicke vorzuziehen. Aus (4.31) erhält
man dann, wie auf S. 36 bemerkt, nach Integration über die Schalendicke for-
mal ebenfalls das Funktional (4.56). Bei der direkten Anwendung des Prinzips
(4.57) zeigt sich, daß die Ritzschen Gleichungen Jetzt die Aufgabe voll-
ständig beschreiben, so daß im Gegensatz zu dem oben beschriebenen Vorgehen
eine Spannungsberechnung an diskreten Punkten nicht mehr erforderlich ist.
Darin ist der eigentliche VorteiLdes allgemeinen Variationsprinzips (4.57)
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zu sehen. Der Nachteil ist, daß nichts über die nichtlineare Spannungsver-
teilung und die lokalen, niohtelastischen Verzerrungen ausgesagt werden
kann. Darüber hinaus wird der durch die Umlagerung der Spannungen hervor-
gerufene lIs t at i sche Primärkriecheffekt" ~-1_7 vernachlässigt.
Eine weitere Möglichkeit soll hier nur angedeutet werden. Anstelle des An-
satzes (4.43) könnte man von vornherein für die Spannungen einen Polynom-
ansatz derart machen, daß
s~ -
Die Integration des Funktionals (4.31) über die Schalendicke muß dann neu
durchgeführt werden. Dieses Vorgehen führt allerdings auf ein sehr großes
System freier Parameter. Insbesondere aber wird es schwer sein, bei Anwen-
dung des Ritzschen Verfahrens, geeignete Ansätze für die Ortsabhängigkeit
der Funktionen 5;(9:S1) und ..s;(9' e l ) zu finden, da diesen Größen keine me-
(D) {K}'
chanische Bedeutung wie beispielsweise den Membrankräften oder Momenten zu-
kommt. Dieser Nachteil ist bei dem Ansatz (4.43) bzw. bei einem Sandwich-
modell oder einer angenommenen linearen Spannungsverteilung tiber die Scha-
lendicke nicht vorhanden.
4.5 Ein Variationsprinzip für nichtelastische, viskose Schalen
Das Variationsprinzip (3.18) wird den folgenden Ableitungen zugrunde ge-
legt. Es soll davon ausgegangen werden, daß sämtliche eingeprägten Kräfte
unabhängig vom Geschwindigkeitsfeld sein sollen. Weiterhin gelte elite. =. 0
auf 0"-.
Voraussetzungsgemäß soll auf die Mittelfläche ein hydrostatischer Druck




für die Leistung der Mittelflächenbelastung näherungsweise
ff~ := Ir -(l;) d'l =; ~ t!J"'o
• r
-;f p ~ (-z:, + -z.r~ .,;. ~ d I
r
(4.72)
erhält. Es sei darauf hingewiesen, daß diese Approximationen bei der Her-
leitung von 7lf , GI. (4.51), nicht möglich sind, da sonst ein Potential
(s. S. 92) nicht angebbar ist.
Mit der Kirchhoff-Loveschen Approximation folgt dann aus (3.18) nach Inte~
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gration über die Schalendicke
A.




;-) r I~ {Sol
-~.t .-G
(4.74)
FUr die Integration von (4.74) ist es erforderlich" eine Annahme für die
Spannungsverteilung uber die Schalendicke zu machen. Im einfachsten Fall
kann man eine lineare Spannungsverteilung annehmen; fUr die Integration
(4.74) ist die Annahme eines Sandwichmodells (Doppelmembran) allerdings
geeigneter. FUr bestimmte einfache Belastungsfälle (z.B. reine Biegung)
läßt sich erreichen" daß das angenäherte Dissipationspotential mit dem
exakten übereinstimmt. Wesentlich ist fUr beide Approximationen" daß die
Spannungen in der SchalE1 eindeutig durch die Membrankräfte und Momente
bestimmt sind" so daß ~ allein durch diese Größen darstellbar ist. Die
Variation von (4.73) erfolgt dann bezüglich v«} ~, ~~ und -m.ß.
Man erhält
JcPll = Ifl[d.~ - ~~ JJ'?l;
_ [ '1tI3DC~
~cf6; -~oys~ f »11';'$h; ~JJ~Q{.
- J?2 cl/J )/0( >}s ] J g~ ,f
(4.75)
L-- * "'/" (If./Zf ? T n ~ ~ - '" '/'" Jj3
T,f ff; (~"'f ~ ef)i;3 y/J)JdU; }dr! - 0
und entnimmt dann (4.75) sofort" daß das Verschwinden der Ausdrücke in
den eckigen Klammern die notwendigen Bedingungen fUr das Stationärwerden
von (4.73) darstellen.
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Wie schon auf S. 22 bemerkt, beruht bei einem nichtelastischen, kriechen-
den Körper der Vorteil des verallgemeinerten Variationsprinzips auf der
Möglichkeit, daß man in manchen Fällen bei unabhängiger Variation der Span-
nungen und der Verschiebungsraten auf ein System von quasilinearen Differen-
tialgleichungen für die Verschiebungsparameter kommen kann. Entsprechendes
gilt hier für das Prinzip (4.73), d. h. es mUssen sich die Membrankraft-
und Momentenparameter allein durch die Verschiebungsparameter und die
Lasten ausdrücken lassen können. Das 1st nur dann möglich, wenn sich aus
den Ritzsehen Gleich~~gen zwei entkoppelte, lineare Gleichur~ssysteme
einerseits für die zeitlichen Ableitungen der Verschiebungsparameter und
andererseits für die Membrankraft- undMomentenparameter ergeben. Dies
kann man erwarten, wenn die Ansätze linear in den Parametern sind und. wenn
die Anzahl der Verschiebungsparameter mit der Anzahl der Membrankraft- und
Momentenparameter übereinstimmt (vergl. dazu die Bemerkungen auf S. 43);
als einfaches Beispiel wird dazu in Abschnitt 6.3 der Kriechkollaps eines
isothermen Brennstabhüllrohrs untersucht. Ist ein solcher Ansatz nicht mög-
lich, dann wird man zu jedem Zeitpunkt das nichtlineare Gleichungssystem
für die Membrankraft- und Momentenparameter sowie die zeitlichen Ableitun-
gen der Verschiebungsparameter iterativ zu lösen haben.
Wegen des im allgemeinen nichtlinearen Kriedhgesetzes ist die Spannungs-
verteilung über die Schalendicke auch bei angenommener linearer Verzer-
rungsverteilung nichtlinear. Ist man insbesondere an dieser Spannungsver-
teilur~ interessiert, d~~~ ist der hier eingeschlagene Weg nicht g~~gbar,
vielmehr muß die Spannungsverteilung durch weitere freie Parameter darge-
stellt werden. Allerdings kann man erwarten, daß dieses Vorgehen sehr
sc~~ell seine praktischen Grenzen findet.
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5. Das Kriechkollaps-Problem von Brennstabhüllrohren
5.1 Problemstellung
Die Brennstäbe von dampf- oder gasgekühlten Schnellen Brutreaktoren sind ho-
hen Betriebsbeanspruchungen ausgesetzt, und zwar sind dies im wesentlichen:
Hohe Hüllrohrtemperaturen und radiale Temperaturgradienten. Infolge der
engen Brennstabbündelgeometrie ergeben sich weiterhin Temperaturschwan-
kungen entlang des Umfangs, und zwar sowohl bei exzentrischer Brennstab-
position wie auch bei zentrischer Position ~-36, 37_7.
Hoher Kühlmitteldruck. Bei Brennstaben ohne Druckausgleichssystem ~-38,
39_7 besteht zumindest am Anfang der Einsatzzeit ein äußerer Überdruck,
der nur teilweise durch Aufbringen eines anfänglichen Innendrucks kom-
pensiert werden kann.
Hohe Bestrahlungsdosen.
Mechanische und chemische Wechselwirkung des Hüllrohrs mit dem Brenn-
stoff und dem Kühlmittel.
Ist kein Druckausgleichssystem für die Brennstabe vorgesehen, dann führt der
anfängliche äußere Überdruck und die hohe Temperatur, die den Hüllrohrwerk-
stoff kriechfähig macht, zusammen mit den unvermeidlichen, fertigungsbeding-
ten Fehlern der Hüllrohrgeometrie zum Problem der geometrischen Stabilität
der Brennstabhülle.
Faßt man das Hüllrohr als Schale auf, dann müssen zwei Arten von geometri-
schen Fertigungsungenauigkeiten unterschieden werden:
Abweichung der Mittelfläche von der perfekten Kreiszylinderform
(z.B. quasi-elliptische Anfangsovalität)
Veränderliche Wandstärke (z.B. Hüllrohrquerschnitt mit exzentrischen
Kreiskonturen)
Nur die erste Fertigungsungenauigkeit soll hier betrachtet werden, denn ei-
nerseits kann man die minimale Wandstärke der Rechnung zugrunde legen, ande-
rerseits wird ein Hüllrohr mit veränderlicher Wandstärke, aber perfekter
Kreiszylinderform der Mittelfläche, eine wesentlich größere Kriechfestigkeit
haben als eines mit kleinen Störungen der Mittelflächengeometrie.
Infolge der geometrischen Abweichungen der Mittelfläche erzeugt der äußere
Überdruck außer Membrankräften auch Biegemomente, die bereits bei rein ela-
stischem Materialverhalten eine Vergrößerung dieser Fehler erzeugen. Da nun
das Hüllrohrmaterial bei den vorgesehenen Betriebstemperaturen kriecht, ändern
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sich diese geometrischen Fehler auch bei konstantem und beliebig kleinem
äußeren Überdruck progressiv mit der Zeit. Durch die Spaltgasfreisetzung
vergrößert sich aber der Innendruck und infolge des Brennstoffschwellens
baut sich ein Festkörperdruck im Innern der Hülle auf. Beide Effekte wir-
ken dem Außendruck entgegen. Außerdem kann der Brennstoff aufgrund der
Kriechfestigkeit seiner Randzone eine gewisse Stützwirkung haben. Nun sind
jedoch die Kenntnisse über das Kriechverhalten des Brennstoffes insbesonde-
re unter Bestrahlung ungenügend, und wesentliche Effekte wie Haft- oder Gleit-
kontakt zwischen Breru~stoff lli~d Hüllrohr, Rißbild~~g, Schwellen ~~d anderes
mehr sind nur schwer zu erfassen. Daher soll die Hülle für die erwartete
Einsatzzeit ohne Berücksichtigung der mechanischen Wechselwirkung mit dem
Brennstoff als kriechfest gegen den äußeren Überdruck ausgelegt werden
(Ifstrong-clad" - Konzept). Wegen der unsicheren Daten über die Spaltgas-
freisetzung wird der Spaltgasdruckaufbau ebenfalls micht berücksichtigt.
In diesem Zusammenhang muß natürlich noch darauf hingewiesen werden, daß
bei hinreichend hohem Druck ein zeitunabhängiges elastisches oder elastisch-
plastisches Beulen unmittelbar nach Belastung auftreten kann. Es ist klar,
daß ein solcher Versagensmechanismus von vornherein durch geeignete Wahl
des Werkstoffes, der Abmessungen; Temperatur und der Belastung ausgeschlos-
sen werden muß. Darüber hinaus muß man auch das Hüllrohr gegen den später
wirksam werdenden Schwelldruck des Brennstoffes und gegen den Fall eines
Kühlmitteldruckverlustes am Ende der Einsatzzeit auslegen. Diese Gesichts-
punkte werden hier aber nicht weiter untersucht.
5.2 Kriechkollapstheorien
In der Kriechmechanik existieren eine Reihe fundamental unterschiedlicher
Kriechstabilitätskonzepte, die von einer unterschiedlichen Definition der
Stabilität und unterschiedlichen Stoffgesetzen herrühren. Eine Zusammen-
stellung der verschiedenen Theorien im Hinblick auf das Kriechknicken von
Druckstäben und einen kritischen Vergleich bat Hoff i-40_7 gegeben. Diese
Theorien lassen sich grob in zwei Gruppen einteilen.
In der ersten Gruppe wird die Instabilität analog zu den klassischen Sta-
bilitätskonzepten definiert. Man sieht die Anfangsgeometrie des Bauteils
als perfekt an und benützt kinetische oder statische Stabilitätskrite-
rien ({-40_7 bis {-49_7). Aus diesen Kriterien errechnet sich ein kriti-
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scher Zeitpunkt, nach dem jede Störung zu einem exponentiellen Auswachsen
der Verformungen führt. Hoff hat die technische Brauchbarkeit dieser Kon-
zepte in Frage gestellt und u.a. insbesondere darauf hingewiesen, daß sig-
nifikante Verformungen bei der theoretisch gut~undierten Theorie von
Rabotnov und Shesterikov t-41_7 erst nach einem Vielfachen der kritischen
Zeit auftreten. Die Unbrauchbarkeit dieser Theorien bei der Vorausberech-
nung des Langzeitverhaltens haben Jahsman und Field t-50_7 durch Vergleich
mit experimentellen Ergebnissen an Druckstäben nachgewiesen.
In der zweiten Gruppe werden realistischere Kriecnstabilitätstheorien ent-
wickelt, die die Tatsache berUc~sichtigen, daß unvermeidbare Abweichungen
von der perfekten Geometrie vorhanden sind, und die das Langzeitverhalten
untersuchen. Infolge dieser Abweichungen werden Biegemomente in das Bau-
teil eingeleitet, die bei kriechendem Material zu einer monotonen Zunahme
der Verformungen führen. Im Hinblick auf die technische Brauchbarkeit des
Bauteils, müssen diese Deformationen natürlich beschränkt bleiben. Daher
ist es wesentlich, quan"t;ttß.tiveAussagen über den zeitlichen Verlauf der
Verformungen machen zu können. Drei Phänomene können hier auftreten:
Werden elastische und zeitunabhängige, plastische Verzerrungen ver-
nachlässigt und wird nur Kriechen berücksichtigt, dann wachsen die
Verformungen und Geschwindigkeiten auch bei zeitlich konstanter und
beliebig kleiner La$t theoretisch tl.'ber alle Grenzen. Bei einem line-
ar-viskosen Material liegt dieser Zeitpunkt im Unendlichen, dagegen
ergibt sich für ein nichtlinear-viskoses Verhalten eine endliche
Zeit, die hier als Kriechkollapszeit bezeichnet werden soll. Während
des weitaus größten Teils dieses Zeitraums kann die Bewegung als
schleichend angesehen werden, so daß also Trägheitskräfte vernach-
lässigt werden können; im letzten Teil wachsen dann die Deformatio-
nen stark an.
Berücksichtigt man zeitunabhängige, plastische Verzerrungen, dann
können, nachdem die Verformungen durch Kriechen genügend groß gewor-
den sind, durch Überschreiten der Streck- bzw. Quetschgrenze hinrei-
chend viele Fließzonen gebildet werden, so daß ein plastischer Kol-
laps (im Sinne derTTaglasttheorie) auftritt. Ist diese Fließgrenze
sehr klein, dann kann ein derartiger plastischer Kollaps zeitlich
weit vor dem Kriechkollaps eintreten. Es soll für die weiteren theo-
retischen Untersuchungen aber vorausgesetzt werden, daß die Fließ-
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grenze hinreichend groß ist, so daß ein plastischer Kollaps erst bei
großen Deformationen auftritt. Dann wird der Zeitpunkt des plasti-
schen Kollapses genügend genau durch die Kriechkollapszeit angegeben,
so daß man die zeitunabhängigen, plastischen Verzerrungen vernach-
lässigen kann.
Darüber hinaus kann unter Berücksichtigung des elastischen Verhaltens
bei gewissen Geometrien und Belastungen eine elastische Instabilität
nach endlicher Zeit, aber vor Erreichen der Kriechkollapszeit auftre-
ten. Grigoliuk und Lipovtsev haben dies in ~-27_7 gezeigt. Allerdings
sei hier bemerkt, daß eine derartige Instabilität bei einem langen,
quasi-elliptischen Rohr unter Außendruck nicht auftreten kann.
Speziell zum Problem des quasi-elliptischen Kreiszylinderrohres unter
Außendruck sind eine Reihe von Arbeiten erschienen, die die in Kap. 5.1
beschriebene Fragestellung zumindest teilweise behandeln.
Die Arbeit von Sundström ~-51_7 sei nur erwähnt, da sie wegen der Bela-
stungs- und Lagerungsverhältnisse nicht dem Hüllrohr entspricht und keine
explizierten Ergebnisse angibt. Wah und Gregory ~-52_7 und Stowell und
Wah ~-53_7 untersuchen einen Kreisring mit vorgegebener Anfangsovalität
und legen ein Stoffgesetz zugrunde, das außer elastischen Verzerrungen
sekundäres Kriechen nach einem hyperbolischen Gesetz enthält. StoweI I und
Briggs ~-54_7 haben primäres Kriechen durch ein Zeitverfestigungsgesetz
berücksichtigt. Die homogene Wand des Ringes wird durch ein Sandwichmodell
ersetzt. Unausgesprochen wird das Problem durch eine Einzelpunktkollokati-
on auf eine gewöhnliche Differentialgleichung für die zeitabhängige Ova-
lität zurückgeführt.
Theoretisch detaillierte Untersuchungen wurden von Hoff, Jahsman und
Nachbar ~-55_7, Ellington ~-56_7 und Serpico ~-57_7 durchgeführt. Serpico
hat selbst einen ersten Vergleich mit der Theorie von Hoff et ale vorge-
nommen. Die Arbeiten von Hoff et ale und Ellington haben für die Ausle-
gung von Hüllrohren besondere Bedeutung gewonnen. Schmidt i-58 7 hat die
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Theorie von Hoff et al. zur Festigkeitsanalyse von Hiillrohren fU~ den
dampfgekühlten Schnellen Brüter angewandt und Glückler, Passig und Höchel
i-59_7 haben die Ellingtonsche Theorie auf belrebige ganzzahlige Kriech-
exponenten erweitert und mit der Theorie von Hoff et ale verglichen. Eine
kritische Durchdringung dieser Theorien wurde allerd&ngs nicht durchge-
führt. Wegen ihrer Bedeutung seien deshalb im folgenden Abschnitt einige
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Bemerkungen angefügt.
5.3 Die Kriechkollapstheorien von Hoff et al., Ellington und Serpico
5.3.1 Die Kriechkollapstheorie von Hoff, Jahsman und Nachbar i-55_7
Die wesentlichen Annahmen sind folgende:
a) Das Materialverhalten wird allein durch sekundäres Kriechen nach der
Invariantentheorie von Odqvist (i-1_7, Nortonsche Gesetz) beschrie-
ben. Das Temperaturfeld ist isotherm und ändert sich nicht mit der
Zeit.
b) In axialer Richtung treten keine Kriechdehnungen auf.
c) Die Hüllrohrwand ist dünnwandig und wird durch eine Doppelmembran
(Sandwichmodell) ersetzt. Für die Abmessungen der Doppelmembran wird
verlangt, daß die Summe der Membranstärken mit der Hüllrohrdicke und
daß die Flächenträgheitsmomente übereinstimmen. Es sei bemerkt, daß
diese letzte Bedingung eigentlich nur bei linear elastischem oder
linear viskosem Materialverhalten angebracht ist.
d) Die Anfangsform des Hüllrohrs ist quasi-elliptisch, d s h , der Radius R
der Mittelfläche ist gegeben durch
R =: R ('" + olo e<J$ Z fP) ,
wobei R der mittlere Radius ist und~o~ 4 ein fertigungsbedingter
Ovalitätsparameter.
Nach diesen grundsätzlichen Voraussetzungen nehmen Hoff et al. an, daß
die Mittelfläche des Zylinders für alle späteren Zeitpunkte dargestellt
werden kann durch
R = R ( A + ()(,Cf:) Co6./Jp) ; (5·1 )
dabei wird nicht gesagt, ob fJ eine Eulersche- oder Lagrangesche Koordi-
nate ist. Die Autoren machen auch keine weitere Angabe über die Verfor-
mung der Mittelfläche, so daß Schwierigkeiten bei der Deutung bestehen.
Der Ansatz (5.1) bekommt allerdings dann einen klaren Sinn, wenn man tp
als Lagrangesche Koordinate ansieht, woraus dann auch folgt, daß sich die
materiellen Punkte der Mittelfläche nur auf Radien bewegen. Dies erkennt
man auch aus der Art und Weise, in der die zeitliche Änderung der geome-
trischen Krümmung~~ gebildet wird i-55, Gl.25a 7.
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Ohne hier auf die Einzelheiten einzugehen, erhalten Hoff et al. schließ-
lich mit Hilfe eines einfachen Mittelungsverfahrens eine gewonnliche Dif-
ferentialgleichung für das Ovalitätsmaß











Abstand der Membranen des Sandwichmodells (Abb. 4)
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p Äußerer Uberdruck, der zeitlich variabel sein kann.
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Auf eine nähere Begründung wird in Abschnitt 6.3 eingegangen werden.
Der Ausgangspunkt dieser Theorien ist das Variationsprinzip von Sanders,
McCombund Schlechte i-14_7, so daß hier also außer den Kriechverzerrun-
gen auch elastische Verzerrungen berücksichtigt werden. Die Anfangsgeome-
trie ist bei beiden Autoren quasi-elliptisch. Die Gemeinsamkeiten der bei-
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den Theorien liegt in folgenden Punkten:
Der äußere Überdruck wird momentan aufgebracht und dann konstant ge-
halten; das Temperaturfeld ist isotherm.
DUnnwandigkeit wird vorausgesetzt.
Die Spannungsverteilung durch die Rohrwand wird als linear angesehen.
Dies ist sicher eine gute Approximation zu Beginn des Deformations-
prozesses, sofern keine Wärmespannungen auftreten. Die Änderung der
Membrankraft in Umfangsrichtung und die Schubspannungen werden ver-
nachlässigt.
Für die Normal- und Tangentialverschiebungen (1IJ", v) der Mittel-
fläche macht Ellington den Ansatz
.,.,.. = ~(~) + -ai"z {i:J Ci:1-.11.P
-V- = -1 ~/t-J ~ 2.fP
Serpico vernachlässigt den Schrumpfungsterm ~, der auch nicht we-
sentlich ist, sofern man nur an der Kriechkollapszeit interessiert
ist. Die Verknüpfung der Tangential- und Normalverschiebuag folgt
aus der Bedingung, daß sich die Dehnung der Mittelfläche näherungs-
weise nicht entlang des Umfanges ändert.
Bei der Integration des Funktionals von Sanders et al. gehen beide
Autoren stillschweigend davon aus, daß das unverformte Rohr eine per-
fekte Kreisform besitzt. Für die Integration des Funktionals ist es
aber erforderlich, diese im Referenzkoordinatensystem auszuführen;
d.h., es muß über den quasi-elliptischen Zylinder integriert werden.
Es gehen daher in beiden Theorien gewisse Terme verloren. Insbeson-
dere ist es daher bei dem Vorgehen von Ellington und Serpico nicht
möglich, die anfänglichen elastischen Verformungen, die bei einem
momentanen Aufbringen des äußeren Überdnucks auftreten, aus dem Va-
riationsprinzip zu erhalten.
Für das Kriechverhalten nehmen beide Autoren ein Zeitverfestigungs-
gesetz an, dessen Spannungsabhängigkeit durch ein Potenzgesetz be-
schrieben wird.
Serpico betrachtet einen Ring, so daß keine axialen Spannungen auf-
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treten. Ellington berücksichtigt die axialen Spannungen, macht aber
die zunächst recht willkürliche Annahme, daß in axialer Richtung kei-
nerlei Kriechdehnungen auftreten; dadurch wird die Anzahl der Span-
nungsunbekannten reduziert. Eine physikalische Begründung gibt
Ellington nicht. Wie sich später zeigen wird, ist diese Annahme aber
recht gut erfüllt, sofern keine Temperaturgradienten auftreten.
Ein weiterer Unterschied in beiden Theorien besteht in der Beziehung
zwischen den Lagrangeschen Tangentialdehnungen und den Verschiebungen.
Ellington setzt
e~.co ~ I- ~p + 1 (~,,/. - ~ e (1AJ)f''I' - ~l')
und bei Serpico ist in Anlehnung an Novozhilov {-12_7
e" = ~.; '2ljJ'" ","1,[(44;", - ~l + {1J.; 1JjyJJ-)B ("Z1",r- ~'P)
Zunächst muß bemerkt werden, daß diese Beziehungen nur gelten, wenn
die Mittelfläche perfekt kreisförmig ist; bei der quasi-elliptischen
Mittelfläche kommen Zusatzterme hinzu, die von derselben Größenord-
nung sind wie die nichtlinearen Terme. Der wesentliche Unterschied
zwischen den beiden Ansätzen liegt in den nichtlinearen Ausdrücken.
Man sieht unmittelbar, daß sich der Ansatz von Serpico vereinfachen
läßt, da bei den vorausgesetzten kleinen Dehnungen e." inder Mittel-
z
fläche (e::: 0 ) der Ausdruck (~,N ~I") gegen (Zt1+ ~f") vernachlässigt wer-
den kann. Der Term (~'I'-~) stellt die Rotation der Normalen dar. Den
Ansatz von Ellington erhält man dann, falls der Einfluß der Tangen-
tialverschiebung auf die Rotation vernachlässigt wird, und zwar nur
in dem nichtlinearen Glied. Konsequenterweise müßte dann aber auch
die Krümmung (1d;Y-t1? durch ~'I'J' ersetzt werden (Donnellsche Approxi-
mation) •
Ellington berücksichtigt unausgesprochen nicht die Tatsache, daß bei
hydrostatischer Druckbelastung die Oberflächenkräfte ihre Richtung
mit der Verformung ändern. Serpico hat sowohl diese Belastungsart
wie auch eine wirklich hydrostatische Druckbelastung untersucht und
gezeigt, daß die hycrostatische Belastung insbesondere bei großen
Ap~an~sovalitäteneine wesentliO-~ geringere Kriecb-kollapszeit zur
Folge hat. Diese Vernachlässigung in der Ellingtonschen Theorie wird
aber zumindest dadurch teilweise kompensiert, daß Ellington bei der
Variation des Geschwindigkeitsfeldes die erforderliche Variation der
Tangentialgeschwindigkeit übersieht. Für ein kubisches Kriechgesetz
und bei verschwindenden axialen Spannungen stimmen die Kollapszeiten
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von Ellington und Serpico überein.
Serpico hat als erster einen Vergleich seiner Theorie mit der Theo-
rie von Hoff, Jahsman und Nachbar durchgeführt, indem er die elasti-
schen Verzerrungen durch den Grenzübergang (~~OQ) gegen Null geben
ließ. Dabei zeigten sich deutlich Unterschiede in den beiden Theori-
en. Für den Fall einer nichthydrostatischen Druckbelastung kamen
sich beide Eösungen allerdings recht nahe. Eine Erklärung für diese
Unstimmigkeit konnte er allerdings nicht geben.
Glückler, Passig und Höchel ~-59_7 haben die Theorie von Hoff et al.
und Ellington verglichen und dabei Kollapszeiten gefunden, die sich
um einen Faktor 2 - 3 unterschieden.
6. Die Behandlung des Kriechkollaps-Problems mit Hilfe von Variations-
prinzipen der Kriechmechanik
6.1 Zielsetzung der Untersuchungen und Voraussetzungen
Nach der vorangegangenen Diskussion vorhandener Kollapstheorien ergeben
sich eine Reihe von Fragestellungen, die bisher keine oder nur eine unge-
nügende Klärung erfahren haben:
a) Einfluß der elastischen Verzerrungen auf den Deformationsprozess
und die Kriechkollapszeit
b) Ermittlung der nichtlinearen Spannungsverteilung in der Hüllrohr-
wand und ihr Einfluß auf die Kriechkollapszeit
c) Ermittlung der nichtelastischen Verzerrungen in der Hüllrohrwand
d) Einfluß der Wärmespannungen und der Temperaturabhängigkeit der
Kriechparameter, sowohl bei rotationssymmetrischem wie auch nicht-
rotationssymmetrischem Temperaturfeld
Darüber hinaus gibt es weitere Effekte, die die Deformation des Hüllrohrs
beeinflussen; die wesentlichsten sind:
Das Verhalten des Hüllrohrmaterials unter Bestrahlung; in Abhängig-
keit von dem Werkstoff, dem Temperaturbereich und der Bestrahlungs-
dosis können das strahlungsinduzierte Kriechen, das Schwellen und
die Hochtemperaturversprödung von Wichtigkeit sein.
Die Stützwirkung und das Schwellen des Brennstoffes.
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Auf diese Probleme kann hier nicht weiter eingegangen werden. Im Prinzip
läßt sich aber das Schwellen und strahlungsinduzierte Kriechen des Hüll-
rohrs bei dem in Abschn. 6.4 angegebenen numerischen Verfahren berücksich-
tigen, sofern das Bestrahlungsverhalten quantitativ faßbar ist.
Die unter a) bis d) angegebenen Fragestellungen sollen mit den in Abschn. 4
entwickelten Variationsprinzipen untersucht werden. Folgende Voraussetzun-
gen sollen getroffen werden:
Die Hüllrohrgeometrie, das Materialverhalten, die Temperaturvertei-
lung und der äußere Überdruck sind unveränderlich entlang der Brenn-
stabachse
Der hydrostatische Druck und die Wandstärke ändern sich nicht in Um-
fangsrichtung (keine integralen Rippen)
Die Anfangsgeometrie des Hüllrohrs und das Temperaturfeld haben min-
destens eine gemeinsame Symmetrieachse
Die Abweichungen der Mittelfläche von der perfekten Kreiszylindergeo-
metrie sind sehr klein im Vergleich zum mittleren Radius des Hüllrohrs
Die elastischen Konstanten und die Wärmeausdehnungs zahl sind tempera-
turunabhängig
Das Kriechverhalten wird durch die Invariantentheorie von Odqvist
!-1_7, die im einachsigen Spannungszustand auf das Nortonsche Gesetz
führt, beschrieben
D~r hydrostatische Druck und die anfänglichen Wärmespannungen sind
hinreichend klein, so daß kein elastisches oder elastisch-plastisches
Beulen auftritt
Zur Verwendung der Invariantentheorie von Odqvist !-1_7 sei bemerkt, daß
verschiedene Untersuchungen bei mehrachsigem Spannungszustand, insbesondere
die von Kennedy, Harms und Douglas (!-6o_7; Rohrproben unter Innendruck
und axialer Zugbelastung) und auch die von Closs und Schäfer (!-61_7; Rohr-
proben unter Innendruck), eine befriedigende Übereinstimmung zwischen dieser
Theorie und den experimentellen Ergebnissen ergeben haben. Allerdings wurden
diese Versuche nur bei zeitlich konstaDter Last durchgefa~rt.
Unter den oben genannten Voraussetzungen wird in Abschn. 6.3 mit Hilfe des
Variationsprinzips (4.75) für nichtelastische, viskose Schalen eine Alter-
native zur Theorie von Hoff et al. entwiCkelt. Dazu wird von dem Doppel-
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membranmodell ausgegangen. Die elastischen Verzerrungen werden im Ver-
gleich zu den Kriechverzerrungen als vernachlässigbar angesehen und das
Temperaturfeld wird als isotherm betrachtet. Diese Theorie hat den Vorzug
gegenüber dem folgenden numerischen Verfahren, daß die entwi9kelten Dif-
ferentialgleichungen relativ einfach und übersichtlich bleiben, so daß
qualitative Vergleiche mit der Theorie von Hoff et aL möglich sind.
Das in Abschn. 6.4 aufgestellte numerische Verf~ren ist allerdings weit-
aus flexibler. Grundlage für dieses Verfahren 1st das Variationsprinzip
(4.66). Elastische Verzerrungen und Wärmespannungen werden berücksich-
tigt. Die Hüllrohrwand wird als homogen angesehen und die Anfangsgeometrie
und die Temperaturverteilung sind in gewissen Grenzen beliebig. Das Ver-
fahren ist im Prinzip anwendbar auf alle Kriechgesetze, bei denen die
Kriechverzerrungsraten unabhängig von den Spannungsraten sind. Voraus-
setzung für die Anwendung dieses Verfahrens ist die Verfügbarkeit eines
Computercodes zur Integration von Systemen gewöhnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung.
6.2 Die Geometrie und Kinematik des Hüllrohrs
Es seien (Abb. 3)
I
f}
dimensionslose, orthogonale Koordjnaten. Als charakteristische Länge t
wird der mittlere Hüllrohrradius ~ gewählt. Da die Abweichungen der Mit-
telfläche von der perfekten Kreiszylindergeometrie voraussetzungsgemäß





beschrieben. e." ee, e,J sind Einheitsvektoren in einem kartesischen Ko-
ordinatensystem (Abb. 3). Der Parameter 0(. ist ein Maßftir die Fertigungs-
genauigkeit und die periodische Funktion f beschreibt die Form der Ab-
weichung von der perfekten Kreiszylindergeometrie. Der Winkel r wird von
einer Symmetrieachse des Hüllrohrs aus gemessen. Es soll vorausgesetzt
werden, daß sich die Funktion '2 nur schwach entlang des Umfanges ändert,
so daß «?.)Cf und auch (J( ~".., klein im Vergleich zu eins sind. Insbesondere
wird später angenommen werden, daß '! den Verlauf von ('(1.s K" (k = 2, 3, 4)
hat, wobei der CDS 2r-Verlauf den für die Auslegung wichtigsten Fall dar-
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stellt, da er zu den ungünstigsten Ergebnissen führt. Da ~« 4 ist, kön-
nen bei der Entwicklung der Basisvektoren und der Fundamentalgrößen 1.
und 2. Ordnung sowie des Christoffelsymbols die in« quadratischen Terme
vernachlässigt werden, so daß man das Folgende erhält:
.... ....
a.., = e~
.... [-~ 'tP + Dl(~.J" (.IJ:> fP - "Z~ 'fJ]e.,a.~ =




#:$ [ C4:sfP .J. IX '~J' ~ pis. -I- [:s~r - «-?.Jj' C8;:sd~a,J =- a: ~ a e Iä;,.
a", = ~ a.zz.. .. '" + 2()1"l
6~ -> ~ " ( 4 - 0< (7)"". -I-7))=- aZ/~ • a..J - 'lCo -c;
;;1.' = cl4p . .e; .s: - IX ~J'tlll.• -
r; '=l
..-Ir IX,?
Alle anderen Fundamentalgrößen a~~ und b_~und die übrigen Komponenten
des Christoffelsymbols verschwinden identisch. Für die Verschiebungen
soll vorausgesetzt werden, daß
(6.2)
gilt, d.h. die Querschnittsverformung soll sich entlang der Hüllrohrachse
nicht ändern. Es sind
a = 'V"
die physikalischen Komponenten der Verschiebungen v-- , die auf den mitt-
leren Radius I bezogen sind. lJ. , 1) und 1ü sind dimensionslos •
Sofern alle in ~ quadratischen Terme im Vergleich zu eins vernachlässigt
werden, erhält man mit (4.18) unter Beachtung von (6.3) für die Rotationen
4J'ot , die Verzerrungen 0( ~ und die Krtirnrnungsänderungen w~
'/AT., = 0 = 'ZJ" "
(M;,. + /U' ~ ) ~ - L-.w;~ - -v-(4-1>"'7.J1"')] (6.4)
r ralZ.
~ a. 1& = W z tI~1 = -[~~ (~-,2#(,?) - v-(-t-«("lJ!'J'+;"J)1
== (~'f/'(A~ 201. "/) - ~I"".,- .2 (.4- ()«(1/~J'-f2. 'IJ}) ;.
r(";') L (/I - .t« (P'ff' -I- '?)) (6 .5)
IX 2 =Z
- 60 -
= '1J'>f' (" -« '1]) + 4J" ( .4 - 0<. (lIb~'f' r "I»
-I'}, {4J)1. L~ - ~p( (?J'fl,# r 1)J
- ~I' 1> [ A - ec ('?J't'1' + Z'7) ]
-I- i {Vjtp)l L A - .t. « 7J
(6.6)
ca ~. =0
wJ. = 0 }
CV 1 .:. CVp =z
zU;}., :I 0
- ! ~~~ (4-2()(.,) - 'ZJj/P ()(. ~,..
- 'Oj", L-4' - d(~J"'.1' -I~?)J -f ;zJ-D( ('?Jf'rl' r ?&f#Jj
Die Membrankräfte lIDd Biegemomente (physikalische Größen) in axialer













~.,.4f ~ .-. ...444 L-I ~
(6.9)
6.3 Eine Alternative zur Theorie von Hoff, Jahsman und Nachbar ~-55_7
Die Annahmen (a) bis (d) (S. 52) sollen auch hier zugrunde gelegt werden,
allerdings mit der Einschränkung, daß über die Abmessungen der Doppelmem-
bran ztlnächst noch nichts ausgesagt werden soll. Die Ap~a~~e eines quasi-
elliptischen Hüllrohrs bedeutet
/?(('f') - ~'.S Z, .
Für die Entwicklung ein~r approximativen Lösung wird vou.dem Funktional
(4.73) für dünnwandige Schalen ausgegangen. Gegenüber der Anwendung von
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(3.8) hat man hier, wie schon früher erwähnt, den Vorteil, daß das Diffe-
rentialgleichungssystem quasilinear werden kann und daß außerdem ~ für
unger!de Kriechexponenten oft noch elementar integrierbar ist; dagegen
ist ~ (vergI. 2.36) zumeist nur noch numerisch integrierbar.
Aus dem Verschwinden der axialen Kriechrate e;=0 folgt 5 ~ = i s ~












:: k ?U., . (6.12)
Es ist S~= S: die physikalische Komponente der Spannung in Umfangsrich-
tung, die in der inneren (-) und der äußeren (+) Membran (Abb. 4) durch
Sif = (6.13 )
(6.14)
werden kann. Aus (4.74) folgt dann
.,/z







'" d ( JII+-1 "Hf(;d) 1ffo1 . / 'Yl~ + h.s~; I + / 'Yllf - ,,:;; I .
FUr den Ausdruck ~~tin dem Flächenintegral (4.73) berechnet man bei
Vernachlässigung der in ~. quadratischen Terme im Vergleich zu eins
Unter Beachtung, daß sich in axialer Richtung die Verschiebungen und
Spannungen nicht ändern, erhält dann das Funktional (4.73) die folgende
Form





~ If = ~'P (A- cx. eh 2.lf) -I- ~ ( A -f-$o< CclbZf")
+;J zr ( ~ + 60(. C4:> zCf) - (;(; ~sP .,. ~fP 'U')(~r,2ol ~Zfp)
r ~f /1#, 1" ( ,,;f - ,2. sc ce:> t~)
und
[ ~f'? (A - s «. G:7:. zrp) -r ;Z;/f' 1 IX~ 2.fP
-O;fP (Ä + .2 0(. CIb zrp) ..,.. V. 6 ~~ ZfP J.
Da voraussetzungsgemäß im Hüllrohr keine Temperaturgradienten vorhanden
sein sollen, der Werkstoff homogen ist und da eine quasi-elliptische An-
fangsgeometrie angenommen wurde, muß das Spannungs- und Verschiebungsfeld
wie die Amfangsovalität eine Doppelsymmetrie besitzen. Die ersten Glieder
einer Fourierentwicklung der Beanspruchungsgrößen und Verschiebungen lau-
ten dann





?ZjI {-t-) Ca> rr






Hier wurde die Annahme gemacht, daß sich nur die Ovalität ändert, ohne
das weitere Oberwellen auftreten. Weiterhin beachte man, daß die Anzahl
der Parameter für die Beanspruchungsgrößen (/}'Ir, ?21J , ?J/.lt) mit der Anzahl
der Geschwindigkeitsparameter (-iJz , ~ , -U-z ) übereinstimmt.
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Um die weitere Rechnung uoersichtlich zu halten und um rein numerische
Integrationen zu vermeiden, soll vorausgesetzt werden, daß der Kriechex-
(6.20)
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ponent n eine ganze (positive) Zahl ist. Falls n ungerade ist, dann können
die Betragsstriche in (6.18) fortgelassen werden und eine Entwicklung mit
Hilfe des Binomischen Satzes ist sofort möglich. Ist dagegen n gerade,
dann können in (6.18) die Betragsstriche nur dann außer acht gelassen wer-
den, wenn die Bedingung
11fT =",:4!; / ~ .f (6.19)
gilt. Andernfalls ist eine Entwicklung mit Hilfe des Binomischen Satzes
für beliebige Winkel ~ nicht möglich. Die Bedingung (6.19) besagt, daß
weder in der Innen- noch Außenmembran ein Vorzeichenwechsel der Spannung
.5; oder S: auftreten darf. Unter dieser Voraussetzung gilt für ganzzah-
lige Kriechexponenten
ti c ;d)d".. [sg"r->l:zi-rjH t:+J (17%)"(:Z+"'Z iJCQ~~?
Y=OI"IZ
" E.. ("':J fn:%'Ti"'Ji - mz ~JClJ~ f').
JI:: ~'" t
Die Integration entlang des Umfanges entsprechend (6.15) liefert
,., f2
R
,5 - _1 J k d L-so'& ("JiIZ) 7""'+-'W:::::. 0 J'Vs LA+o<.CM2'fJJPl.f - (2,d)"~1 q '...J'
(
;;; A H) 1I-H_V Z. v'E ('H""/ Jtv (7I&) L (?1;E -i- 1Jt$ Z"s) v .r (11$ - J'J1!i ~s.)]
)I=qt,~




1111': j= I CD,s1l2 F tJI"
o
)
?'J~'1}I= O,)..t, 2) ... .1







Mit (6.17) ergibt schließlich die Integration des Funktionals (6.15) bei
(6.23)
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vernachlässigung der in« quadratischen Terme
cftL ... 7[L f/Jtr L-e -Wz +,w~ ('1-'" -I- tf-4tJ'$ .f2.v$) "" 4- (2 ~ +~)l
+ /JZz [lf 0(. iJz + tW-$ ( , - 0(. V"E +1tX. 1/z) +,,};- ("" +1r;(W'rr""l P{~)j
+?n~ ~ L-If-~ .. r 2 ~....J fir...... m.-)SI" "'" .tI- S HZI ""']lI· ./J.
+ f> L L P. M r .j. MZ ~ +~.I [,2 4J'z ~,p-r) J }
Die in diesem Funktional zu variierenden Parameter sind die sechs zeit-
. . .
abhängigen Funktionen 1'1;&, 71$, "7 und '1cI..(, V"c ' ~. Die Größen ~, C",J(,
~ sind für den betrachteten Zeitpunkt als gegeben anzusehen. Es sei be-
merkt, daß die Terme O(.~, «'1J$ in dem Koeffizienten von 7lr( zwei te Zeile
von (6.23» konsequenterweise auch gegen eins vernachlässigt werden müs-
sen, solange ~$und ~von gleicher oder kleinerer Größenordnung sind wie
~ ; andernfalls müßten die in~· quadratischen Glieder berücksichtigt
werden.
<PE läßt sich durch weitere Annahmen uber die Parameter 1'lr, IllL etc.
vereinfachen. Zunächst erkennt man aus einer Gleichgewichtsbetrachttmg
am Hauptscheitel (<f= 0 ) des ovalen Hüllrohrs, daß 12z den Wert -p.e(lI(.~zJ.i)
hat. Wie sich später zeigen wird (vergI. (6.29», sind die durch das Bie-
gemoment ~8 hervorgerufenen Spannungen (vergI. (6.13» um den Faktor
t;/hs » A größer als die Spannungen infolge 17ff, so daß die Approxima-
tion
o (6.24)
berechtigt ist. Daraus folgt dann aber auch, daß die Dehnung der Mittel-




erhält. Das folgt auch aus (6.23). Wesentlich ist, daß ~Jrjetzt nicht
mehr unabhängig variiert wird, da dies mit der Approximation (6.24) nicht
verträgltch ist. Für geradzahlige Kriechexponenten hat man anstelle von
(6.19) die Bedingung
'2./fIZ~:r;;;/ ~ -1
zu setzen. Da jetzt in dem Dissipationspotential (6.20) der Term mit dem
Vorfaktor tX identisch verschwindet, wird aus (6.23)
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1:>Jl = 11 L (/Mz!"1, ,w z +- M;: (lfol. r ~~ 4D"Z) -I- /1Itff J3,vJr
,2 k d n-;., .;; ('"...., J ".,.,_v »I JI
- (.ld)l1rr [sI" (?'Ir)] Y{;;ZII,I v / /Iv (?JE) (h-;% )
.;. j).l L .JMr T M-E {d - : ~)J j. (6.27)
Die Forderung des Stationärwerdens von ~$ bei unabhängiger Variation
von 11z • JJII$. ~ und~ liefert
= 0 ,









Die ersten beidenGleichungen stellen das gemittelte Stoffgesetz dar und
die letzten beiden Gleichungen die gemittelten Gleichgewichtsbedingungen.
Aus dem letzteren folgt unmittelbar
'lZz = - pL
:z..
""'Z :; !'t-eJ (rX + ~:E)
Dann läßt sich die zweite Gleichung von (6.28) unter Beachtung von (6.11)
und nach Umbenennung des laufenden Index }/=1'+-1 in der Form
~* rU;-~ = .4fj~ (I') ~ ~: / «r z r;J ~r~[(<<+~) ;:J_ .
""" -~ ---r:t,8' r ( 6.30 )













wobei der Term ~(.t«+~ C7) vernachlässigt wurde. Die beiden gewöhnlichen
Differentialgleichungen (6.30) und (6.31) bestimmen den Deformationspro-
zess des Rohres, wobei (6.30) die für die Ovalitätsänderung wesentliche
Gleichung ist. Für geradzahlige Kriechexponenten ~ ist ihr Gültigkeitsbe-
reich durch (6.26) eingeschränkt. Mit (6.29) erhält man daraus die.Be-
dingung
(6.32)




Die noch offene Frage, wie die geometrischen Parameter hs undd der Dop-
pelmembrane in Relation zur Wandstärke h zu setzen sind, muß noch unter-
sucht werden. Hoff et al. (vergloS. 53) setzen
.i. _ A
h Z } ~ ::J :.r · O.Sr?
Dieser Ansatz ist nur angebracht für ein linear elastisches Material oder
für einen Kriechexponenten ~=A. Ein alternativer Vorschlag ergibt sich
~
aus der Forderung, daß das Dissipationspotential hfs in zwei wesentlichen
Grenzfällen für die Doppelmembrane und die Vollwand gleich sein soll. Un-
mittelbar nach Aufbringen der Druckbelastungsind die Spannungen in der
Hüllrohrwand praktisch ausschließlich durch die Membrankraft bestimmt,
sofern r- 0( (vergl. (6.13) unter Beachtung von (6.29)). Die Forderung
der Gleichheit der Dissipationspotentiale liefert dann wie bei Hoff et ale
die Bedingung
,I _ .!.
h - ~ (6·34)
Betrachtet man dagegen einen späteren Zeitpunkt, bei dem die Biegemomente
große Werte an den Scheitelpunkten des Hüllrohrs annehmen, dann sind die
Spannungen infolge der Membrankraft an den Stellen r-0) Q';z I 1/J i ii gegen-
über den Biegespannungen vernachlässigbar; dagegen herrschen die Membran-
spannungen an den Stellen f= o/~ etc. vor. Die Forderung der Übereinstim-
mung des Disspationspotentials der Doppelmembrane und der Vollwand an den
Stellen ~= Ir~ etc., liefert wieder die Bedingung (6.34). Dag~en ergibt





r-t -n JiMh ZJ1,+-1
Bei der Ableitung von (6.35) wur-de entsprechend (4.27) eine lineare Ver-
teilung der Dehnungen über dieVollwand zugrunde gelegt. Es läßt sich
leicht nachweisen, daß die Forderungen (6.34) und (6.35) mit den Forderun-
gen gleicher Dehnungsgeschwindigkeit bzw. KrÜffimungsgeschwindigkeit (bei
reiner Membranspannungsbeanspruchung bzw. reiner Biegung) in der Doppel-
membrane und in der Vollwand identisch sind. Man beachte, daß aus (6.35)
für 1%=1 wieder die Bedingung von Hoff et al., folgt. (6.35) wur-de auch
von Rabotnov 1.-3,3. 616; 20_7 angegeben. Aus Abb. 5 erkennt man, daß sich
das Verhältnis hslh für große 12 nur schwach ändert. Es ist ca , 10 % ge-
ringer als das von Hoff et al. benutzte.
Die Kriechkollapszeit t, wird durch die Differentialgleichung (6.30) be-
stimmt. Durch Einführung der Variablen
v ~E ) 2f
/l. = (0(. + 'ZJi L~
. = hsjO.L/z n ..




Die zugehörige Anfangsbedingung ist
XA=o{21
- h~ (6.38)
Der typi~che zeitliche Verlauf von Xt.t) ist schon von der Theorie von Hoff
et al. 1.-55_7 her bekannt. Die Ovalitätsänderung ist über einen großen
Zeitraum schleichend, um dann innerhalb kurzer Zeit große Werte (theore-
tisch X_00) anzunehmen; hierbei läuft t asymptotisch gegen den endlichen
Wert tc . Bei geradzahligen Kriechexponenten ~ sind beide Theorien wegen
(6.32) auf Werte X~ 1 beschränkt und für den Fall n = 1 ergibt sich ein
exponentiell ansteigender Verlauf.
vergleicht man (6.37) mit der Gleichung von Hoff et al. (5.2), dann fällt
sofort auf, daß be Ide Theorien bis auf die Koeffizienten B", und ~Vk über-
einstimmen, söfern die Abmessungen der Doppelmembran in beiden Theorien
übereinstimmen und man berücksichtigt, daß R=.I. Das Verhältnis dieser
v = 1, 3, 5, 7, 9Koeffizienten ist für
111101'1
= A ) ..A, 1Z 7 ) A.1'13 I
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Daraus folgt, daß die Ovalitätsänderungsgeschwindigkeit X in der hier
neu entwickelten Theorie (6.37) etwas größer ist als in der Theorie von
Hoff et al., so daß sich auch etwas kürzere Kriechkollapszeiten ergeben.
Aus den angegebenen Verhältniszahlen ersieht man aber, daß für1Z~ 9 die
Abweichungen nicht mehr als maximal 21 % betragen kann. Dieser Unter-
schied läßt sich klarmachen, wenn man bedenkt, daß die Anwendung des Va-
riatillonsprmnzipes (4.75) mit einer gewichteten Mittelung der Gleichge-
wi.chtsbedingungen und des Stoffgesetzes äquivalent ist. Bei Hoff et al..
dagegen findet nur eine eip~ache Mittelung und keine Wichtung statt; die
KrUmmungsänderungen an den Stellen ~=o und ü;.t werden dort als gleich-
wertig angesehen.
In ähnlicher Weise läßt sich auch eine Kriechkollapstheorie unter Be-
rücksichtigung der elastischen Verzerrungen entwickeln, wenn man das Va-
riationsprinzip (4.57) zugrunde legt. Geht man auch hier von dem Doppel-
membranmodell aus, dann wird bei der Bestimmung des Parameters hs deut-
lich, daß nicht gleichzeitig die elastischen Eigenschaften und das
Kriechverhalten des homogenen Hüllrohrs approximiert werden können. Um
konservativ zu sein, könnte man die Beziehung (6.35) anwenden. Auch kann
man voraussetzen, daß in axialer Richtung keine Kriechdehnungen auftre-
ten. Dies gilt in guter Näherung am Anfang des Kriechprozesses, wenn die
Biegespannungen infolge der AnfangsoväLität noch klein gegenüber den
Membranspannungen sind. Ohne auf die Ableitung im einzelnen einzugehen,
erhält man für ein isothermes, quasi-elliptisches Hüllrohr bei konstan-
tem äußeren Überdruck die Differentialgleichung
2. .~ ",* . "
• ,,( 'I- /.1) If.l I ,t~) /""JI)X = 4 _ F/ _ 3 u; (2dJ ~ L- ")// f}.YH vt. J ( 6.39)
/~ Y=~J
wobei p der elastische Beuldruck der Doppelmembrane ist :
P- _ ,JEß _ ~ e(!2l d
-.t -.2. .e7 .,t . (6 .40 )
Bei plötzlicher Druckbelastung lautet die Anfangsbedingung
X. ~ .t~ d. (4 + Np )
o "s .4- f>/ft . (6.41 )
Die Differentialgleichungen (6.37) ~~d (6.39) ~~d die Anfangsbeding~ngen
(6.38) und (6.41) stimmen bis auf die Glieder, die den Quotienten })/f'
enthalten, vollständig überein. Diese Zusatzglieder bewirken, daß die
•Ovalitätsänderungsgeschwindigkeit Je und die Anfangsovalität etwas ver-
größert wird. Daher wird beispielsweise die Kollapszeit t c für PI;;" 0.3
entsprechend GI. (6.39) um 30 % kleiner sein als die Kollapszeit ent-
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sprechend GI. (6.37), sofern man den Einfluß der vergrößerten Anfrolgsova-
lität nicht berücksichtigt.
In diesem Zusammenhang wurde der Einfluß des gleichförmigen radialen Wär-
medurchgangs untersucht. Bei der Analyse wurde allerdings nur ein Ring be-
trachtet (keine axiale Spannungen) und der Kriechexponentn wurde wegen
seiner im allgemeinen nur schwachen Temperaturabhängigkeit als konstant
angesehen. Die qualitativen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfas-
sen: Die drei Folgeeffekte einer ~T. Umf~~g gleichförmigen radialen Tempe-
raturdifferenz .1T , u, z ,
Wärmespannungen infolge der thermischen Ausdehnung
unterschiedliches Kriechverhalten an der Innen- und
Außenseite i«: » K +)
und differentielles Schwellen infolge Bestrahlung,
bewirken alle eine Vergrößerung der Ovalitätsänderungsgeschwindigkeit,
und damit eine Verminderung der Kriechkollapszeit. Für das bestrahlungs-
induzierte Schwellen wird hier vorausgesetzt, daß die Schwellrate mit der
Temperatur zunimmt. Nur bei einem linearen Kriechgesetz (n = 1) sind die-
se Einflüsse nicht vorhanden. Interessanterweise ist es gleichgültig, ob
hier ein Wärmedurchgang von innen nach außen oder von außen nach innen
erfolgt. Eine quantitative, numerische Untersuchung einiger dieser Ein-
flüsse wird im folgenden Abschnitt mit einer genaueren Theorie vorgenom-
men.
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6.4 Kriechkollaps eines langen~ glatten Hüllrohrs bei rotations- und
nichtrotationssymmetrischem Temperaturfeld
6.4.1 Theorie
Wegen der Dühnwandigkeit des Hüllrohrs kann die Temperaturverteilung in
radialer Richtung als linear angesehen werden~ so daß das approximative




Temperaturdifferenz zwischen der Innen- und Außenseite
des Hüllrohrs (AT» 0 ).
Die azimutalen und radialen Temperaturgradienten bewirken mehrere Effekte:
Inhomogenität:
Da die Kriechparameter eine ausgeprägte Temperaturabhängigkeit be-
sitzen~ sind sie ortsabhängig; es ist zu erwarten~ daß dieser Effekt
einen sehr wesentlichen Einfluß auf die Kriechkollapszeit hat. Die
Temperaturabhängigkeit der elastischen Konstanten ist im Vergleich
dazu vernachlässigbar.
Wärmespannungen:
Es seien 7;, tlf') und 1ili~) in Fourierreihen
""tfJ) == 7;0 -1-7;.,., &0$1" r~z. (i;sJ./p 1"." (6.43)
A T{'f) == AT; +.01.; co.!>? + Ara. cos 2.? ,L •••
entwickelt. Goodier f-62_7 hat fUr einen dünnwandigen~ elastischen
Kneiszylinder gezed.gt , daß nur die Terme 7;,., ~ A7;. und Äi; einen Bei-
trag zu den Wärmespannungen in Umfan~srichtung liefern. Die höheren
Fourierglieder erzeugen nur eine Welligkeit des Zylinders. Infolge
7;"., und AT., werden sowohl Membrankräfte wie auch Biegemomente in Um-
fangsrichtung erzeugt. Die Membranspannungen in Umfangsrichtung sind
um den Faktor J (~ kleiner als die maximale Biegespannung in Umfahgs-
richtung. Insbesondere sind aber die Membranspannungen in Umfangs-
richtung um den Faktor 1- 4 kleiner als die axialen Membranspannun-
gen~ so daß man also in guter Näherung die durch Temperaturgradienten
hervorgerufenen Membranspannungen in Umfangsrichtung vernachlässigen
kann. In axialer Richtung dagegen bewirken bis auf ~o alle Terme
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der Fourierreihen (6.45) Wärmespannungen, die berücksichtigt werden
müssen. Der Term ~o liefert keinen Beitrag, da die durch ihn hervor-
gerufene Wärmedehnung nicht behindert ist.
Thermische Biegung der Brennstabachse:
Besitzt die mittlere Wandtemperatur i,;(~) nur eine Symmetrieachse
(dvh , 7';.1. :F 0 , i, ungerade), dann wird sich die Brennstabachse krüm-
men, sofern sie nicht behindert ist. Da die Brennstabe durch Abstands-
halter geführt werden, ist eine solche freie, thermische Biegung
nicht möglich. Um eine genaue Untersuchung der Brennstabdeformation
unter Berücksichtigung der Auflager zu vermeiden, sollen zwei Grenz-
fälle betrachtet werden. Im ersten Fall wird angenommen, daß der
Brennstab völlig behindert ist, sich thermisch zu verbiegen, und im
zweiten Fall wird angenommen, daß er sich ungehindert krümmen kann.
Bei freier, thermischer Biegung muß dann aber verlangt werden, daß
die axialen Spannungen kein resultierendes Biegemoment besitzen. Un-
ter Vernachlässigung der Anfangsovalität und der Quersohnittsdeforma-
tion des Hüllrohrs infolge des Außendrucks erhält diese Forderung we-
gen der Dünnwandigkeit die folgende Form
iif -12)( C()S r dr = 0 ( 6. 44 )
(J
Hier ist nx die axiale Membrankraft. Es sei bemerkt, daß infolge der
Krümmung der Stabachse bei freier, thermischer Biegung der Hüllrohr-
querschnitt Verschiebungen erfährt, die sich den Verschiebungen in-
folge der Ovalitäteänderungen durch den äußeren Überdruck überlagern.
So bewirkt beispielsweise eine Temperaturdifferenz von 100 °c am Um-
~ 0 - . 1fang (d.h. 'm., = 50 C, 'Itt;, = 0, c» ) bei einem Außendurchmesser von
-tl -.,
7 mm sowie einem Wärmeausdehnungskoeffizienten )S = 0.15 • 10 (grd)
eine Krümmung der Stabachse mit einem Radius von 4.67 m. Da das Ra-
diusverhältnis 7/4670 sehr klein im Vergleich zu eins ist, kann die
Brennstabachse weiterhin als gerade angesehen werden. Es bleiben da-
her die Ergebnisse von Abschnitt (6.2) auch hier anwendbar. Aller-
dings muß (6.44) beachtet werden.
Änder~~g der Mittelfläohengeometrie infolge azimutaler Temperaturva-
riationen:
Sowohl die azimutale Variation der mittleren Wandtemperatur 7",(~) wie
auch die der Temperaturdifferenz /iTtft) erzeugen eine "Welligkeit" der
Mittelfläche. Es kann davon ausgegangen werden, daß die durch 7,;(~)
hervorgerufene Welligkeit vernachlässigbar ist im Vergleich zu den
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fertigungsbedingten Abweichungen. Beispielsweise errechnet man für
einen Ring bei der sehr ungünstigen Ct:152y -Verteilung eine maximale
(6.45)
(6.46)
Abweichung von ß 7;,'1.
22_~
-'f' -4 r.- 0
Mit ß= 0.18 • 10 (grd) und hItz. = 50 e erhält man eine Abweichung
von 0.03 % vom mittleren Radius des Hüllrohrs; im Vergleich dazu
beträgt die maximale fertigungsbedingte Abweichung etwa 0.5 0/0, so
daß sie also um mehr als einen Faktor 10 größer ist. Dagegen ergibt
beispielsweise die azimutale Schwankung-der Temperaturdifferenz
1),7= !J.Tz. COs2." eine maximale Abweichung von
L 13 ~1i.
h 2"-4
so daß man mit .17,i = 50 "c und Llh ~ 10 eine maximale Abweichung von
0.3 % des mittleren Radius bekommt. Diese Ovalität liegt in der-
selben Größenordnupg wie die fertigungsbedingte Ovalität und muß da-
her berücksichtigt werden.
Für die Lösung dieses allgemeinen Problems soll von dem Variationsprinzip
(4.66) ausgegangen werden, bei dem die zeitliche Ableitung des Membran-
krafttensors -n.; und das Geschwindigkeitsfeld ~ und -W unabhängig variiert
werden. Die Anwendung dieses Prinzips hat gegenüber dem allgemeinen Vari-
ationsprinzip (4.57) den Vorteil, daß hier die Anzahl der zu variierenden
Parameter geringer ist. Im vergleich zu dem Prinzip (4.70) hat (4.66) den
Nachteil der größeren Anzahl freier Parameter; dieser Nachteil wird aber
dadurch aufgewogen, daß sich die Bedingung (6.44) bei der Anwendung von
(4.66) sehr einfach berücksichtigen läßt. Darüber hinaus sind die bei
(4.66) durchzuführenden Integrationen wesentlich einfacher als bei (4.70).
(6.47)
Das Variationsprinzip (4.66) erhält mit den Voraussetzungen von Abschnitt
(6.2) die folgende Form
f;( fZÖ{ .. 'I • l. .;1/ I • . Z.~if = _x D ..,;. ~ et: + n z oe l. + 2. '1r.l IWz ""
-.2:h {t,n,:JL + ('Jil/ - ev '1i; it: )
_~ r,,;, '" (";' q", _ Y ';Ql) +~ : (/li'; _yi/~)7Eh L; 'I "L 'J







Die Integration in axialer Richtung * erstreckt sich dabei über einen be-
liebigen Abschnitt -XsX"~ :x (Abb, 3). Man beachte, daß das Randintegral
(4.52) über den gedachten Rand C (Abb. 3) identisch verschwindet.
Für das Potential 1r~ der hydrostatischen Belastung auf der Mittelfläche
errechnet man aus (4.51)
7{f =: L!-p [4 + tlJJl + 1J;lf (4f()('7) '.r V- r-1-O«'}/J"f +",/))]";'
+P[~1f (-"-&('1) -~(4-()t(~f'lf+?J))j~
-11' [("j) Z .{. iM) '}[4- «(7,',#'1' +1)]
- p ,;,.[ e., f 4J;" (~- '" "l)] } .
Hier wurden alle in ~ quadratischen Terme im Vergleich zu eins vernach~
lässigt. Da sich in axialer Richtung X- die Verschiebungen 1)" und "". und Be-
anspruchungsgrößen nicht ändern und da das Hüllrohr geschlossen ist und
unter hydrostatischem Druck steht, ergibt sich für das Randintegral
zli~ = 2. R 1(;J1~)x=; 1(;. litt ~. - .2 71(L)3P U{xori) . (6.49)
(;1
Man beachte, daß hier die Querschnittsflächenänderung des Brennstabes in-
folge der Deformation nicht berücksichtigt wurde.
Für die Verschiebungen 1d und 1J" und die Membrankraft ~1' werden jetzt fol-




hierbei stellt a:;. den "Schrumpfungsterm" dar, während ~ die ungleich-
förmige, im wesentlichen durch Biegung hervorgerufene Normalverschiebung
ist. Weiterhin wird angenommen, daß die Membrankraft '1'/" sich nicht ent-
lang des Umfanges ändert, d.h.
/l2f t 'f!"(-) =::: "'91l+}.
Durch diesen Ansatz wird einmal der Einfluß der Ovalität vernachlässigt,
daruberhinaus werden aber auch die durch azimutale Temperaturgradienten
hervorgerufenen Membrankräfte in Umfangsrichtung nicht berücksichtigt
(vergl. die Bemerkungen zu den Wärmespannungen auf S. 70).




getroffen. Diese Approximation war schon für ein isothermes Temperatur-
feld in (6.25) benützt worden,und sie war dort mit dem Ansatz (6.51) ver-
träglich. Will man die Approximationen (6.51) und (6.52) bei einem nicht-
rotationssymmetrischen Temperaturfeld verwenden, dann ist folgendes zu
beachten. Die durch die azimutalen Schwankungen der mittleren Wandtempe-
ratur 7;,{~) hervorgerufene Welligkeit der Mittelfläche wird bei Verwendung
von (6.51) und (6.52) nicht berücksichtigt, da infolge dieser Schwankun-
gen die Dehnung der Mittelfläche sich entlang des Umfanges ändert. Wie
aber auf S. 71 festgestellt worden war, ist dieser Einfluß vernachlässig-
bar im vergleich zu der fertigungsbedingten Abweichung von der Mittelflä-
che. Ist man besonders an diesem Effekt interessiert, dann muß die durch
I~t~) erzeugte Änderung der Mittelflächengeometrie in der Anfangsabwei-
chung IX "Zer> berücksichtigt werden.
Durch die Approximationen (6.51) und (6.52) wird weiterhin nicht berück-
sichtigt, daß infolge der Temperaturabhängigkeit und damit Ortsabhängig-
keit der Kriechparameter die Dehnung der Mittelfläche sich entlang des
Umfanges ändert. Geht man beispielsweise von der CDoS "r-Verteilung von
I~(t) (bei dreieckiger Stabanordnung und ungestörter Geometrie) aus, dann
ändert sich die Kriechdehnung der Mittelfläche primär nach einem Cos 6r -
verlauf, so daß also eine Welligkeit der Mittelfläche in dieser Form ent-
steht. Man muß aber erwarten, daß diese sich mit der Zeit entwickelnde
Mittelflächenabweichung von wesentlich geringerem Einfluß auf die Kollaps-
zeit ist als eine von Anfang an vorhandene Ovalität infolge der Rerti-
gungsungenauigkeit. Andererseits kamn man auch davon ausgehen, daß weni-
ger die durch die Membrankraft n, erzeugte Dehnung der Mittelfläche für
das Kollapsverhalten von Bedeutung ist als vielmehr die durch Biegemomen-
te erzeugte Krümmungsänderung. Auß diesen Gründen und wegen der beträcht-
lichen Verminderung des Rechenaufwandes sollen die Annahmen (6.51) und
(6.52) beibehalten werden. Will man allerdings diesen Einfluß untersuchen,
dann muß man 1i als unabhängig von "'i- ansehen und die Schwankungen der
Membrankraft müssen in (6.51) berücksichtigt werden.
Für ~ wird der Ansatz
kF




gemacht. Dann ist mit (6.52)
'Z!Ily,fJ
.(
- ~J<pk . (6.54)
Der Term für k = 1 ist in (6.53) und (6.54) nicht enthalten, da er eine
starre Translationsbewegung darstellt.
Da sich die Spannungen und verschiebungen voraussetzungsgemäß in axialer
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An sich muß U bei freier, thermischer Biegung einen Term der Form U fx) (OoS ~
enthalten. Dieser kann aber wegen der Bedingung (6.44) im folgenden fort-
gelassen werden. Schließlich wird für die axiale Membrankraft ebenfalls
ein Fourieransatz gemacht
Bevor nun (6.47) mit den Ansätzen (6.50) bis (6.56) integriert wird, kön-
nen in (6.47) eine Reihe von Ausdrücken, die den Parameter ««4 enthalten,
vereinfacht werden. Dies läßt sich folgendermaßen einsehen. Maßgebend
für die Formänderung des Hüllrohrs ist zunächst einmal der Verlauf der
Abweichung 1(,,) . Ist beispielsweise ~ =Co.sk'f (k = 2, 3, 4), dann wiro man
erwarten, daß W,r im wesehtlichen ebenfalls einen C8:s k~ -Ver-Lauf hat und
'V'r entsprechend einen s,,"Jc? -Ver-Lauf , Es werden dann die Amplituden 1.iJ.1c
besonders ausgeprägt sein; im ersten Teil des Deformationsprozesses wer-
den sie von derselben Größenordnung wie ~ sein. Beschränkt man sich nun
j
auf die wesentlichen Terme, dann erhält man unter Beachtung des Faktors
Iä ~ ('1+ fIL,?J in (6.47)
• 'Z (
- (,w.r, 'ff# - ,,[,Ji fP)U>z. A+ol.i) ~
~ z.
(c.:,~) (A+tX.,?) ~ ( ~J&)'f" - 1J:O)'f )
Wz. .w t (A-foL '7) • -z. • Z.(1b~,,) • +(';$')~ -1, ~1&)1" 't1E
(6.57)
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r P[ ~) r -,v-p}";:1/.
-11' L-{Mz ) 2. + t. ".)$";~ .,. ~}:z. /-(~/j
-I' r 4&;& -fM:L ] [ U.lX + //JE; 'tJ ] .
(6.58)
Für alle übrigen Terme des Flächenintegrals von (6.47) kalli~ der Faktor
fii'-- A-f()(., durch 1 approximiert werden. Man erhält dann schließlich
für 1IJ*
J1l ir
'* jq{..:.~ .= Z; ~X U.
:JJ:. ()
T .n {' [ MI (A -f)( '?(J'f") -- lcYE 0( "lJ't'f' + '4 tfJ(
-(~I/'f 1t1[ +~)P~) + WJ!Jf" ~J't"J
-I- -f ( f f A -f IX '7 -I- U -f- '1Pr ] ['l.7:r -I- ';;$ ]
- f L 'VJi/'t - ~1l ] ~7I:
.;..1 p ["(~)2. + l ,u,,;c W$ .;.(iJ$)J; +(..d$)1
r I' [ 4J.z f- AJz ] L- d -I- ,Q-L.I"]j
.;. -2. 71(.f)J ,P t X
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Verschwinden der ersten Variation von -",; be-
integrale Bedingung
ur
- f>,L JMx d~
o
Aus der F?rderung nach dem
,.,
züglich U folgt jetzt die
ZN
f 4ix elp -
o
(6.60)
Da bei der Berechnung von Ar, der Einfluß der Dehnung der Mittelfläche
vernachlässigt worden war, bleibt auf der rechten Seite auch hier konse-
quenterweise der erste Term unberücksichtigt, so daß
.tTi




Wird (6.59) bezüglich ~z variiert, dann erhält man aus der Bedingung
d~;
oo"lJr -
nach Integration um den Umfang die Gleichung
41p {+) =' - ~.L C A+ ~ r ~ J - pL L d .f ~.z J)
so daß sich mit den Anfangsbedingungen fJ: 0 , ~ ~ 0 , a:r () daraus
'1'Ir (+ ) ::= -r>.,( L A~-'t,,)I f- a J
ergibt. Die mittlere Dehnung der Mittelfläche (~~~ ) kann im Vergleich
zu eins vernachlässigt werden, so daß man das triviale Ergebnis
(6.61)
erhält. Schließlich liefert die Forderung des Verschwindens der ersten
Variation von Jb * bezüglich ~" die Differentialgleichung
ur er
• ~. V.( (. '" '" f/."" .")../~ == E h ~fP - ..1:1, 2.71' ,)/J'tx dfp + Eh :ar )l:7'Zrp=V'JIZ;e aft'
~ .
eH
-.!.",,-1(- 4 ()( t ~p +.v~.ztz - (~r- 11';: 7- 'üfr.l 'f ,jE) - 4; 'I 1Qj; p}tI" .
"
Da, wie schon in Abschn. (6.3) gezeigt wurde, ~keinen Einfluß auf die
Ovalitätsänderung, d.h. auf ~ und ~Ehat, kann man hier die quadratisch
kleinen Terme ~a , ~ 'VJt etc. vernachlässigen, so daß man mit (6.60)
und (6.61)
"
"W%" - - p




Das Funktional (6.59) läßt sich jetzt unter Beachtung von (6.52), (6.60)
und (6.61) und mit Hilfe partieller Integration in folgender Form schreiben:
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1b *: = ~)( to t.()Jf- pJ{- iJ§ OC(!)(IV +1) + v$)r I/Vß)~ +- -V$" 'IAJ.$]T~
r r L i [p,j1i)z - (~7i/~)t}
+1.~4~J/1) [(4/ - ~ (4J fJ/ -r (~'I~)zJ (6.63)
Bei der Festlegung der Integrationsgrenze wurde berücksichtigt, daß min-
destens eine S~'lllmetrieachse (fP:: o ) vorhanden ist.
(1f;)~ enthält alle Terme von (6.59), in denen nicht -vr,,wr bzw, de'"
..... -
ren Gradienten oder ~~ auftreten. Der erste Term von (6.59) ist wegen
(6.60) darin auch enthalten. Die gemtsiht.en Produkte wie "W-$ und Wz-WE
können wegen (6.53) fortgelassen werden.
Es sei darauf hingewiesen, daß die Form von (6.6)) auch geeignet ist für
die Anwendung der Methode der Finiten Elemente, da eine Vielzahl der Aus-
.
drücke in 14JL und seinen Gradienten nur quadratisch sind.
Mit den Reihen (6.53) und (6.56) und unter Beachtung von (6.60) kann die
Integration über die Mittellinie durchgeführt werden. Aus der Forderung
nach dem Verschwinden der ersten Variation von -~$~ bei unabhängiger Va-
riation von ~k (k = 2,3, ••• , KF) und ~I< (k = 1,2,3, ... , l(F) ergibt
sich dann das folgende System von gewöhnlichen Differentialgleichungen
'01f/:f d 1f;
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Die Größen JOk (k = 2,3, ... ,KF ) sind die elastischen Beuldrücke des
Hüllrohrs. Bei unbehinderter thermischer Krünmlungder Brennstabachse muß
wegen (6.44)
gesetzt Nerden. Mit (4.67) ergeben sich die zeitlichen Änderungen der
. .
axialen und tangentialen Normalspannungen .sx, ..5~ zu
• -1 [. Olf] }1 E h .; _
5 (M b. .J.) =- -h -n. ... +?2... + z." e ....,~~ T)~'~ ~ ~ A-y ~ r
..,
~ S" (6.68 )
E r«.
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+ L .nie C<)S «r
/c=ZI.J
(6.69)
ist. Falls SchNellen nicht berücksichtigt wird und das Kriechen allein
durch die Invariantentheorie von Odqvist beschrieben wird, dann haben die
nichtelastischen Verzerrungsraten die folgende Formen
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- /1 ."., ~~ [SI< -;. S,.] •e)C = e", = +;8 T
-"
- i SI( ] - (6.70)-" lI,,~ [S" +;37er = e Z =A
'It.(7) -f
'0J~ K(T) [rsJt/ + ($(J/ - S-" 5.,.] .z=
Die Kriechparameter K und n sind Funktionen der Temperatur T.
Die Gleichungen (6.68) zusammen mit (6.62), (6.64) und (6.65) bilden ein
System von Integro-Differentialgleichungen.
Für







Sx :- 0 s,.::;-o.
Bei momentaner Belastung durch den Druck und die Temperatur
p(-i-"'O) - PCO)
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", _ '11. L /t. ...Z,3
Eß e [ A 7(fI)}t '0- -;;::;1. (6.71)




Das System von Integro-Differentialgleichungen (6.62), (6.64), (6.65) und
(6.68) wurde approximativ gelöst, indem die axialen und tangentialen Span-
nungen nur an den Knotenpunkten eines über die Hüllrohrfläche gelggten Ma-
schennetzes (Abb. 6) berechnet wurden. Dann stellen diese Gleichungen ein
System von gewöhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung dar. Für die
numerische Integration wurde das Programmsystem DYSYS (Dynamic System Si-
mulator L-63_7) verwendet, das erlaubt, Systeme gewöhnlicher Differential-
gleichungen 1. Ordnung mit bis zu 500 abhängigen Veränderlichen zu behan-
deln. Die Integration im Zeitbereich wird hier mit dem Runge-Kutta-Verfah-
ren durchgeführt. Parallel dazu wird eine Extrapolation mit Hilfe Hermite-
scher Polynome durchgeführt. Anhand der Abweichung dieser beiden Ergebnis-
se wird die relative Genauigkeit geprüft und die Integrationsschrittweite
angepaßt L-63_7.
Die Zahl der Knotenpunkte in azimutaler Richtung wurde auf maximal I F = 25
und in radialer Richtung auf maximal JrF = 7 festgelegt. Damit bilden die
Gleichungen (6.62), (6.64), (6.65) und (6.68) ein System von maximal
(350 + 2- KF) gewöhnlichen Differentialgleichungen. Darüber hinaus sind eine
Reihe weitere Größen wie Kriechdehnungen, Vergleichsdehnungen, Tangential-
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und Normalverschiebungen von Interesse, so daß die Gesamtzahl der abhän-
gigen Veränderlichen die Möglichkeiten von DYSYS weitgehend ausschöpft.
Die erforderlichen Integrationen der nichtelastischen Verzerrungsraten
über die Intervalle - ";z. ~ e ~ "/1. und e s 'e~ 11 bzw. "12.. (Einfachsymrnetrie
bzw. Doppelsymrnetrie) wurden mit Hilfe der Simpson-Regel durchgeführt. Da
die maximale Intervallzahl in azimutaler Richtung auf 24 beschränkt ist,
wurde KF auf maximal 10 begrenzt. Bei Doppelsymmetrie ist dann der Fehler
bei der Integration von cos101f im Intervall c:s t ~üho kleiner als 1 0/0.
Sämtliche Gleichungen einschließlich verschiedener Interpolationsformeln
für die Kriechparameter und der Routine für die Simpson-Integration wur-
den in Fortran IV programmiert und in einer Subroutine mit dem Namen
COCO (Collapse-~de) zusammengefaßt.
Eine Reihe von Testrechnungen ergab, daß die Maximalwerte I F = 7, dF = 25
und k F = 10 für die praktisch interessierenden Temperaturverteilungen
ausreichend sind, um konvergierende Kollapszeiten und Deformationsverläu-
fe zu bekommen. Die Kriechkollapszeit wird hier rechnerisch als diejenige
Zeit definiert, bei der die ~gleichförmigeNormalverschiebung ~ am
Hauptscheitel (re "" 0 ) den Wert 0,2 , dvh , 20 % vom mittleren Radius
erreicht. Diese Zeit ist wegen des sehr starken Anstiegs der Deformatio-
nen praktisch identisch mit dem asymptotischen Wert ~e •
6.5 Beispiele
6.5.1 vergleiche mit der Theorie von Hoff, Jahsman und Nachbar i-55_1
Die Differentialgleichung von Hoff et ale (5.2) wurde mit Hilfe des Pro-
grammsystems DYSYS numerisch integriert. Die Daten, die dem Vergleich zu-
grunde gelegt wurden, sind in Tabelle 1 zusammengefaßt.
Da die Theorie von Hoff et ale erlaubt, nur ganzzahlige Kriechexponenten
zu verwenden, wurde der Exponent auf 6.0 abgerundet und K so korrigiert,
daß die mittlere Kriechgeschwindigkeit gleich bleibt:
b.o 6.1
k I(OItA. \ S \ = K I s \ .
Die Spannung S wurde hier gleich der mittleren Umfangsspannung ptlh ge-
setzt. Die Sandwächabmessungen wurden nach Hoff et ale (S. 53) berechnet.
In Abb. 7 ist die Kriechkollapszeit t~ als Funktion des Druckes p für eine
Anfangsovalität 0:= 0.001225 (oe! = 4 IJ.m)aufgetragen. Man erkennt, daß im
gesamten Druckbereich die Berücksichtigung der elastischen Verzerrungen zu
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einer Verringerung der Kriechkollapszeit fUhren~die besonders bei hohen
DrUcken ausgeprägter wird. Für P = 170 kp/cm2 beträgt der Unterschied zur
Theorie von Hoff et al. etwa 25 0/0. Dieser Wert entspricht den in Abschn.
6.3 gemachten Abschätzungen und zeigt~ daß der maßgebende Unterschied durch
den Faktor 4/("4- P/ftl) erzeugt wird. Dieses Resultat steht im Gegensatz
zu den Angaben von GlückleI' et al. L-59_7. Danach ist die Kollapszeit nach
der Theorie von Hoff et al. L-55_7 um einen Faktor 2 - 3 größer als die
Kollapszeit nach Ellington ~-56_7~ bei der die elastischen Verzerrungen be-
rUcksichtigt werden. Ein solches Ergebnis ist aber nur dann zu erwarten~
wenn der äußere Uberdruck mehr als die Hälfte des elastischen Beuldruckes
iSl. beträgt.
In Abb. 8 wird die Abhängigkeit der Kriechkollapszeit rC. von der Anfangs-
ovalität d. bei konstantem Druck von 100 kp/cm2 gezeigt. Der Kriechexponent
n wurde hier zu n = 5.0 gewählt~ da dann die Hoffsehe Theorie auch für
Werte X ;; -1 gültig ist und die oben erwähnte Korrektur der Kriechparameter
nicht nötig wird. Man sieht, daß die Kriechkollapszeit für kleine Anfangs-
ovalitäten _tc(. -c ~Ito. sehr stark von 0( abhängt~ während bei großen Anfangs-
ovalitäten dieser Einfluß wesentlich schwächer wird. Auch hier zeigt sich,
daß die Vergrößerung der Deformationsgeschwindigkeit und der Anfangsovali-
tät infolge des elastischen Materialverhaltens nur eine geringe Verringerung
der Kollapszeit erzeugt.
Hier sei angefügt~ daß Kaupa L-65_7 das Kriechkollapsverhalten von Brenn-
stabhüllrohren bei einem isothermen Temperaturfeld und konstantem Druck
experimentell untersucht hat und Vergleiche mit der. Theorie von Hoff et al.
L-55_7 durchgefUhrt hat. Für die Werkstoffe, bei denen keine metallurgischen
VeränderUl'lgen (wie z . B. Ausseheddungen) auf'traten~ stimmten die exper-imen-
tellen und theoretischen Kollapszeiten gut Uberein. U. a. ist diese Tatsache
auch deshalb von Interesse~ weil dadurch die Brauchbarkeit der Invarianten-
theorie von Odqvist (Nortonsches Gesetz im einachsigen Spannungszustand)
nicht nur für zeitliche konstante Spannungen sondern auch für monoton ver-
änderliche Spannungen deutlich gemacht wird. Leider bestanden experimentelle
Schwierigkeiten bei der Ermittlung des zeitlichen Deformationsverlaufs~ so
daß hier also noch keine UberprUfung der Theorie möglich ist.
6.5.2 Rotationssymmetrisches Temperaturfeld
In sämtlichen weiteren Rechnungen wurden die in Tabelle 2 angegebenen Ab-
messungen und Belastungen benutzt; sie entsprechen in etwa den Werten für
einen Gasbrüter. Wenngleich auch der Einsatz von Inconel 625 als Hüllwerk-
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stoff fraglich ist, da die zeitstandfestigkeit und Duktilität infolge der
Bestrahlung stark herabgesetzt werden f-66_1, wurde dieser Werkstoff (im
warm-fertiggewalzten Zustand) den Rechenbeispielen zugrunde gelegt, da die
Temperaturabhängigkeit der Nortonschen Kriechparameter im Bereich 650 -
800 0 C bekannt ist f-67_7. An Abb. 9 ist die Temperaturabhängigkeit ange-




.{0;40 K - f1 - 8 T
und der Parameter ?t durch
;:::j :::I A
-?Z :::=. R T8 -r:
(T in °K)
(T in ~)
interpoliert werden kann. FUr die Rechnung wurde nur der Bereich zwischen
650 und 750 0 C in Betracht gezogen. Die eingezeichneten Interpolationsge-
raden wurden verwendet. Sie fifuren zu Ergebnissen, die auf der "sicheren
Seite" liegen.
Im folgenden werden einige Parametereinflüsse untersucht. Der sehr wesent-
liche Einfluß des äußeren Überdruckes ist fUr ein isothermes Temperatur-
feld unmittelbar aus (6.39) ablesbar und der Einfluß der Abmessungen ist
mit Hilfe der Theorie von Hoff et ale an anderer Stelle diskutiert worden
L-58_7. Daher wird hier auf diese Effekte nicht weiter eingegangen.
!iP'!'U! ~e! !!.o!:!ILd.!.r_A!:f,!Il.is!.b:!e!ch~g_ !{~ !.uf. ~i! ~r!e~~o.!I!p!.z!i1
FUr eine isotherme Temperaturverteilung ( T = 700 0 C) und eine maximale
-&Abweichung von cl. = 5.435 • 10 (L tX. = 20 ~m) gibt die folgende Tabelle
Aufschluß über den Einfluß der Mittelflächengeometrie auf die Kriechkol-
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Die Werte fUr 'f= COS3p und CD.s~)' wurden in der Weise errechnet, indem
alle Deformationsmodi ;f;;J< bis auf ,z;;.J bzw. iJ". identisch null gesetzt
-wurden; dasselbe wurde fUr ?2k durchgefUhrt. Bei Mitnahme aller Glieder
iJl bis iJ.,c;o zeigte sich, daß 1nfolge der nun einmal beschränkten
Integrationsgenauigke1t der Deformationsmodus ~z in der Kollapsphase
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dominierend wurde. Die Kollapszeit verminderte sich dadurch etwas, so daß
beispielsweise für ~ .. C8s3f' anstelle von 144550 h eine Zeit von 13890 h
errechnet wurde.
Da das quasi-elliptische Hüllrohr (~'"~ 2,,) die niedrigsten Kollapszeiten
hat und da detaillierte Kenntnisse liber die Form der Anfangsabweichungen
nicht verfügbar sind, wird die quasi-elliptische Form der Mittelfläche
('2:. Ct9s 2r) allen weiteren Rechnungen zugrunde gelegt.
Für ein isothermes Temperaturfeld läßt sich der Einfluß des Kriechparame-
ters k auf die Kollapszeit sofort aus (6.41) ablesen:
1i e ,... K .
Dies folgt auch unmittelbar aus einer Dimensionsanalyse. Dagegen ist der
Einfluß des Exponenten n weniger überschaubar. Abb. 10 zeigt die Kollaps-
zeit als Funktion des Exponenten 1't • Der lineare Verlauf weist darauf hin,
'" ( )-daß der Term (PL/h) hier maßgebend ist. Allerdings ist t, pt/h nicht etwa
konstant, sondern nimmt mit wachsendem n ab. Wesentlich ist, daß eine ge-
ringe Änderung von n einen bedeutenden Einfluß auf die Kollapszeit haben
kann. So ergibt in diesem Beispiel eine Vergrößerung des Kriechexponenten
11. um 10 % vonn=5.0 auf 5.5 eine Verminderung der Kollapszeit um 64 0/0.
Sind Temperaturgradienten im Hüllrohr vorhanden, dann liberIagern sich zwei
Effekte: 1ie Änderung der Spannungen infolge der zunehmenden Ovalität (bei
äußerem Überdruck) und der Abbau der Wärmespannungen infolge Kriechen. Lei-
der standen keine experimentellen Ergebnisse zur Verfügung, um zu überprüfen,
wie gut die reine Spannungsrelaxation durch Kriechen mit dem sekundären
Kriechgesetz nach Norton (bzw. die Verallgemeinerung von Odqvist für den
mehrachsigen Spannungszustand) beschrieben werden kann. Daher muß insbeson-
dere in dieser Hinsicht das Kriechgesetz als hypothetisch angesehen werden.
Es ist allerdings zu vermuten, daß hier das primäre Kriechen eine wichtige
Rolle spielt.
Zunächst läßt sich aus Abb. 11 die Verminderung der Kriechkollapszeit ~c
durch die gleichförmige radiale Temperaturdifferenz 61 entnehmen, wie in
Abschn. 6.3 erwähnt wurde. Die Verringerung der Kollapszeit ist allerdings
g~ringi so beträgt sie bei ~ir= 40 oe (entsprechend einer Stableistung von
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etwa 495 W/cm) nur 9 0/0. Mehrere Rechnungen unter Vernachlässigung der
Wärmespannungen (d.h.ßsO) ergaben dieselbe Kollapszeit wie für den Fall
~T = O. Daraus ist zu schließen, daß in diesem Beispiel nur Wärmespan-
nungen zu einer Verminderung der Kollapszeit beitragen. Dies ist plausi-
bel, da der Kriechparameter Kmit der Temperatur zunimmt während dagegen
der Kriechexponent ~ abnimmt, so daß sich ihre Einflüsse zumindest zum
Teil wieder aufheben können.
In Abb. 13 ist die Normalverschiebung ....rJ: am Hauptscheitel ( f= 0 ) ohne
den Schrumpfungsanteil ~x als Funktion der Zeit taufgetragen, u.z. für
AT = 0 und AT = 30 "c. Man erkennt für den Fall AT = 30 oe eine kurze
Anlaufphase und sieht, daß die relative Abweichung zwischen beiden Kur-
ven nur bei kleinen Zeiten groß ist.




.... J[ i ~; ~i r'h dt = {f {[ (~,,)~ ... {~'t)l. + ~,,1,] t dt
o D
tritt bei Wärmedurchgang an der Innenseite der Hauptscheitel (r = 0, ~/a)
e = - "Iz.) auf. Ihr zeitlicher Verlauf ist in Abb , 14 für eine Reihe von
Sonderfällen wiedergegeben. Man erkennt, daß die behinderten Wärmedehnun-
gen maßgebend für die Anlaufvorgänge sind. Durch den Abbau der Wärmespan-
nungen infolge Kriechen werden vorgegebene Grenzwerte der plastischen
Vergleichsdehnung in erheblich kürzerer Zeit erreicht als vergleichsweise
beim isothermen Temperaturfeld (AT = 0) (vergI. Abb. 11). Diese Tatsa-
che ist aber von geringer Bedeutung, da die verwendeten Werkstoffe zumin-
dest am Anfang der Einsatzzeit nooh eine hinreichend große Duktilität be-
sitzen. Allerdings spielen die plastischen Verzerrungen infolge einer
Temperaturwechselbelastung, die hier nicht betrachtet wird, eine wesent-
liche Rolle (siehe S. 92).
Aus Abb. 11 entnimmt man, daß Kriechdehnungen größer als 1 % erst kurz
vor Erreichen.der Kollapszeit auftreten. Sind die zulässigen Dehnungen
größer als 1 0/0, dann folgt daraus, daß die Forderung des Nichtüber-
schreitens der zulässigen Dehnung hier praktisch nicht die "Lebensdauer"
begrenzt; die Kollapszeit stellt dann eine hinreichend genaue Abschätzung
für die "Lebensdauer" dar.
Eine Vorstellung von der nichtlinearen Verteilung der Kriechdehnungen in
Umfangsrichtung bei einer Temperaturdifferenz von AT = 30 oe gibt Abb. 15.
Die große Kriechdehnungsrate auf der Innenseite beruht auf der dort herr-
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sehenden höheren Spannung; sie wird außerdem in komplexer Weise durch die
Temperaturabhängigkeit der Kriechparameter beeinflußt. Bei einern isother-
men Temperaturfeld besteht ein qualitativ ähnlicher Verlauf, d. h. eine
nahezu lineare Verteilung auf der Innenseite und eine Krümmung der Kurve
auf der Außenseite.
In Abb. 16 ist der zeitliche Verlauf der Umfangsspannungen an der Innen-
und Außenseite des Hauptscheitels ( f = 0) dargestellt. Zunächst gibt der
Spannungsverlauf für ein perfekt kreisförmiges Hüllrohr (a = 0.0) unter
äußerem Überdruck mitWärmedurchgang (AT = 30 oe) einen Eindruck von der
SPmh~ungsumlagerung; die unterschiedlichen asymptotischen Spannungen werden
durch die Temperaturabhängigkeit der Kriechparameter verursacht. Von den bei-
den gegenläufigen Temperaturabhängigkeiten der Parameter k und ~ überwiegt
hier der Einfluß von K • Bei dem Spannungsverlauf im quasi-elliptischen
Hüllrohr ohne Wärmedurchgang (AT = 0.0) fällt die betragsmäßig wesentlich
größere Spannungsrate an der Außenseite auf. Dies bedeutet, daß sich an'der
Innenseite die elastische Dehnung nur schwach ändert, während an der Außen-
seite größere elastische Dehnungsänderungen auftreten. Der Grund dafür
läßt sich mit gewissen Einschränkungen durch folgende vereinfachte Überle-
gung einsehen. Beschränkt man sich auf einen einachsigen Spannungszustand
(Ring), da~ lautet das Stoffgesetz (?t ungerade)
. "'"
e., = ~., + K (S~ '
•
wobei e~und Sfdie Dehnungsrate und die Spannung in Umfangsrichtung bedeuten.




Setzt man voraus, daß in der Hüllrohrwand nur Druckspannungen herrschen,
dann läßt sich die Dehnungsrate e,an der Innen- (I) und Außenseite (A) be-
.
rechnen und nach Elimination der Krümmungsrate ~~folgt daraus
" ' ...l< I 5"~ I ~]( I SitZ I
+2.
Durch Integration des Stoffgesetzes durch die Ringwand erhält man bei zeit-
lich konstanter Membrankraft bzw. konstantem Druck
4h ~~
_:J elf de = ~ r = - '5 K Is,rde ·
'.. _4/t
Da am Hauptscheitel S~ an der Innenseite betragsmäßig größer ist als an der
Außenseite, ist dann, wie man sich anschaulich leicht klarmachen kann, we-
gen der nichtlinearen Spannungsabhängigkeit ("}1>Jf) der Kriechrate der Mit-
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telwert (KISrrAI f-l<./SifZ )/2. größer alslol"l. Damit ist (SIfA-+S~r»O.
Infolge der zunehmenden Ovalität wird das Biegemoment größer, so daß die
Druckspannung an der Innenseite zu- und an der Außenseite abnimmt. Dann
ist SlfI.c:0 und SlfA >0 und unter den genannten Voraussetzungen gilt mit
(5,#,,, +-S/tI) >0 die Beziehung ISIf....I>IS"zl. Bei einem Doppelmembranmodell sind
dagegen die Spannungsraten in den beiden Membranen betragsmäßig gleich.
Schließlich ist in Abb. 16 noch der kombinierte Fall (äußerer Überdruck
und Wärmedurchgang 6T= 30 oe) dargestellt.
Die Spannungsverteilung uber die Hüllrohrwand am Hauptscheitel zeigt
Abb, 17, u, z , ~ Wärmedurchgang (A. T = 0 oe). Auch hier ist wieder die
wesentlich stärkere Spannungsänderung an der Außenseite erkennbar. Nach
hinreichend langer Zeit ist die Umfangsspannung bereichsweise nahezu li-
near. Man erkennt, daß die Axialspannungen ,sx etwa halb so groß sind wie
die Umfangeepannungen 5" , so daß daraus also in erster Näherung das Ver-
schwinden der axialen Kriechdehnung folgt. Dadurch wird eine der Appro-
ximationen von Ellington f-56_1 bestätigt. Die lineare Spannungsvertei-
lung, wie sie der Theorie von Ellington f-56_1 und der von Serpico f-57_1
zugrunde liegt, ist aber selbst bei isothermem Temperaturfeld nur am An-
fang eine gute Näherung. Wird der Wärmedurchgang berücksichtigt (ÄT> 0),
dann ist die Spannungsverteilung während der Anlaufphase wesentlich kom-
plexer als im isothermen Fall; mit wachsender Zeit wird sie ähnlich der
in Abb. 17.
6.5.3 Nichtrotationssymmetrisches Temperaturfeld
Das Verhalten der Brennstabhülle bei den beiden T~mperaturverteilungen
AT ... AT0 ::. C/)Mst.
J
J
wird im folgenden näher diskutiert. Die erste Temperaturverteilung ent-
spricht derjenigen bei zentrischer Position eines Brennstabes in einem
Bündel mit dreieckiger Stabanordnung. Die zweite Verteilung stellt sicher
nur eine erste Näherung für den Einfluß einer möglichen Stabexzentrizität
dar; wahrscheinlich wird eine Überlagerung der cosYJ - und co.s6~ -Vertei-
lung realistischer sein. Da aber realistische Temperaturverteilungen für
diesen Fall nicht verfügbar sind, wurde die C05~ -Verteilung wegen ihrer
Einfachheit und Überschaubarkeit zugrunde gelegt. Die radiale Temperatur-
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differenz AT wurde als konstant angenommen. Die von Hofmann ~-37,68_7 für ei-
nen natriumgekühlten Reaktor errechneten Temperaturfelder zeigen ein quali-
tativ ähnliches Verhalten.
Zunächst vermittelt Abb. 18 einen Eindruck der Schwankungen der Kriechpara-
meter Kund l'\ bei einer co.s"r -Verteilung mit einer Amplitude von nur T l1\'
= 10 "c und einer radialen Temperaturdifferenz AT= 30 oe = const •• Man be-
achte, daß am Hauptscheitel ( ~ = 0) der Parameter K an der Innenseite et-
wa um den Faktor 10 größer ist als an der Außenseite.
Die errechneten Kriechkollapszeiten sind in Abb. 19 als Funktion der Ampli-
tude der mittleren Wandtemperatur zusammengestellt. Für die Berechnung der
Kollapszeit bei der ~sp-Temperaturverteilungwurde davon ausgegangen, daß
die Brennstabachse sich nicht krümmen kann, d.h. n~* O.
Es ist auffallend, daß die Kollapszeit bei einer ~J6?-Temperaturverteilung
besonders bei hohen Temperaturamplituden wesentlich geringer ist als bei
einer ~sY' -Verteilung. Diese Tatsache ist verständlich, wenn man beachtet,
daß die relative Anordnung des Temperaturfeldes zur Anfangsovalität für die
Krümmungsänderung wichtig ist. Man muß nämlich dann große Deformationsände-
rungen erwarten, wenn die Scheitel des quasi-elliptischen Hüllrohrs hohe
Temperaturen haben. Besonders deutlich ist dies bei einer CoslfsP-Verteilung
der mittleren Wandtemperatur, bei der die vier Scheitel des Hüllrohrs sich
auf hoher Temperatur befinden. Für eine Amplitude T;..1f = 40 "c erhält man
z s B, eine Kollapszeit von nur 680 h (Symbol A ,Abb. 19) im Vergleich zu
1400 h bei einer QOsbf-Verteilung; man beachte, daß trotz der unterschied-
lichen Temperaturverteilung die über dem Umfang und die Hüllrohrwand ge-
mittelten Kriechparameter in beiden Fällen dieselben sind. Aus diesem Ver-
gleich folgt auch unmittelbar die Feststellung, daß eine quadratische Stab-
anordnung für die IILebensdauerll nachteiliger ist als eine dreieckige.
Ergänzend sei bemerkt, da~ man aus dem Vergleich der Kurven (1) und (2) na-
türlich nicht folgern darf, daß die zentrische Position des Brennstabes
(cos6p -Temperaturverteilung) für die Auslegung bestimmender sei als die
exzentrische ( C83'f -Temperaturverteilung) , denn außer der Form der Vertei-
lung ist die Temperaturamplitude und die mittlere Temperatur wesentlich.
Würde kein Verfahren zur Verfügung stehen, um azimutale Temperaturschwankun-
gen rechnerisch zu berücksichtigen, dann würde man wohl das Hüllrohr als
isotherm ansehen und diejenigen Kriechparameter der Rechnung zugrunde legen,
die der maximalen Temperatur in der Wandmitte (T"",fn)",*, entsprechen (Kur-
ve (3)., Abb, 19). Natürlich liegen diese Ergebnisse im Hinblick auf die
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Kollapszeit auf' der "sicheren Seite". Bei einem Vergleich mit der Kurve
(2) (Co.s~ -Temperaturverlauf') erkennt man, daß sich insbesondere bei ho-
hen Temperaturamplituden die Kollapszeiten beträchtlich unterscheiden, so
daß bei einer Auslegung entsprechend der Kurve (3) die Tragfähigkeit des
Hüllrohrs nicht voll aus~nützt wird.
Aus Abb. 19 entnimmt man fernerhin, daß die Wärmespannungen auch bei einem
nichtrotationssymmetrischen Temperaturfeld nur einen geringen Einfluß auf'
die Kollapszeit haben. Dies zeigen die durch das Symbol (X) gekennzeich-
neten Werte. Daraus folgt dann auch, daß es im Hinblick auf' die Kollaps-
zeit praktisch keinen Unterschied macht, ob sich bei einer t27.s y" - Tempera-
turverteilung die Brennstabachse thermisch krümmen kann ( -n 1 = 0) oder
nicht. Dies wurde auch durch eine Nachrechnung bestätigt.
Wie schon bei der rotationssymmetrischen Temperaturverteilung bemerkt,
fUhren aber die behinderten Wärmedehnungen zu einem anfangs schnellen An-
wachsen der Kriechdehnungen. Einen Eindruck davon gibt Abb, 12 (~.s (, p -
Temperaturverteilung). In diesem Beispiel treten plastische Dehnungen
(Stauchungen), die größer als 2 % sind erst kurz vor Erreichen der Kol-
lapszeit auf'. Daher begrenzen zulässige Dehnungen, die größer als 2 0/0
sind hier praktisch nicht die Lebensdauer.
Abschließend ist in Abb. 20 das Verschiebungsfeld nach 1017 h (Kollaps-
zeit 2190 h ) bei einer ~.sy -Verteilung der mittleren Wandtemperatur
- 0 •(I.""., = 40 C) dargestellt. Man erkennt sehr deutlich den kleineren Krtim-
mungsradius des Hüllrohrs auf' der heißen Seite.
6.6 Zusammenfassung der Ergebnisse
a) Mit Hilfe eines verallgemeinerten Variationsprinzips fUr nichtela-
stische, viskose Schalen bei kleinen Verzerrungen aber endlichen
Rotationen wurde eine Alternative zur Theorie von Hoff et al. ent-
wickelt. Diese Alternative ist kinematisch besser begründet, liefert
aber keine wesentlich kürzeren Kollapszeiten als die Theorie von
Hoff et al.
b) Ausgehend von einem verallgemeinerten Variationsprinzip fUr viskose
Schalen, bei denen der elastische Deformationsanteil berücksichtigt
wird, wurde ein numerisches Verfahren fUr glatte Hüllrohreauf'ge-
stellt. Im Gegensatz zu den einfachen Kriechkollapstheorien erlaubt
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diese Methode, weitgehend beliebige Kriechgesetze, Temperaturvertei-
lungen, Wärmespannungen sowie die Nichtlinearität der Spannungsvertei-
lung in der Hüllrohrwand zu berücksichtigen. Mit diesem Verfahren wur-
den eine Reihe von Rechnungen für ein quasi-elliptisches Hüllrohr durch-
geführt, die zu den unten angegebenen Ergebnissen führten.
c) Durch Vergleich mit der Theorie von Hoff et al. zeigt sich, daß elasti-
sche Verzerrungen nur einen geringen Einfluß auf die Kollapszeit haben,
sofern der äußere Überdruck klein im Vergleich zum elastischen Beuldruck
ist.
d) Das Doppelmembranmodell stellt eine gute Approximation dar, sofern man
nur an der Kollapszeit interessiert ist. Das bedeutet, daß die Details
der Spannungsverteilung durch die Hüllrohrwand für die Berechnung der
Kollapszeit nicht wesentlich sind. Jedoch können die lokalen Kriechdeh-
nungen mit dem Doppelmembranmodell nur sehr grob erfaßt werden.
e) Wärmespannungen führen nur zu einer unbedeutenden Verminderung der
Kollapszei t .
f) Bei den hier durchgerechneten Beispielen treten Kriechdehnungen von
mehr als etwa 2 0/0 erst kurz vor Erreichen der Kollapszeit auf. Sind
die zulässigen Kriechdehnungen größer, dann wird die "Lebensdauer" hin-
reichend genau durch die Kollapszeit angegeben, sofern die Hüllrohraus-
legung für einen konstanten äußeren Überdruck vorgenommen wird und Tem-
peraturwechsel nicht betrachtet werden. Sind die zulässigen Kriechdeh-
nungen dagegen kleiner als etwa 0,5 0/0, dann ist die zulässige Ein-
satzzeit merklich kürzer als die Kollapszeit, da die durch Relaxation
der Wärmespannungen entstehenden Kriechdehnungen bewirken, daß derart
kleine zulässige Kriechdehnungen schon in einem frühen Stadium des
Beulprozesses überschritten werden.
g) Nichtrotationssymmetrische Temperaturfelder sowohl bei zentrischer
Brennstabposition wie auch bei Stabexzentrizität können sehr stark das
Kollapsverhalten beeinflussen. Eine Auslegung nach der höchsten Tempe-
ratur in Wandmitte liegt zwar auf der "sicheren Seite", sie kann aber
bei großen Temperaturamplituden leicht zu konservativ sein. Bei Kennt-
nis des Temperaturfeldes und der Temperaturabhängigkeit der Kriechpara-
meter liefert die hier entwickelte Methode ein realistischeres Bild




Eigentlich handelt es sich hier um eine von St. venant, Kirchhoff und ande-
ren 1.-32, S. 211_7 entwickelte Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes.
GI. (2.16) folgt aus diesem Stoffgesetz 1.-32, S. 211_7 durch Differenzieren
nach der Zeit.
Zu S. 13:
Hier und im folgenden sollen Funktionen, deren Ableitungen bezüglich der
Spannungsraten, Spannungen oder Verzerrungsraten die Verzerrungsraten, Span-
nungen oder Spannungsraten ergeben als "Kriechpotentiale" oder kurz "Poten-
tiale" bezeichnet werden (vergl. (2.19), (2.22), (2.29), (2.33».
Zu S. 35:
Bei der Definition von D und B (oi . (4.38» muß beachtet werden, daß bei
einer Doppelmembran-Schale (Sandwichmodell) hier und im folgenden die Inte-
grale über die Schalendicke durch Summen zu ersetzen sind. Es ist dann
.J)=,Zd
Zu s. 37, 39 u. 45:
Unter den "Potentialen" 7[, J 7{) iif) Tlc. sollen hier skalare Funktionen ver-
standen werden, deren Ableitungen bezüglich der verschiebungsraten die Be-
lastungsraten (bzw. die Belastungen, vergI. Abschn. 4.5) entweder auf der
Mittelfläche f (Index f) oder auf der Randkurve c (Index c) ergeben.
Zu S. 8~:
Es ist bei diesen Betrachtungen zu beachten, daß es noch weitgehend ungeklärt
ist, welches Versagenskriterium (sowohl für monotone wie auch für zyklische
Verformung) maßgebend ist. So ist einmal die Frage offen, welche phänomeno-
logische Größe (oder Größen) für die Materialschädigung verantwortlich ist;
daruber hinaus ist es durchaus möglich, daß Stauchverformungen (wie an der
Innenseite der Hauptscheitel) und Streckverformungen (wie an der Außenseite)
eine unterschiedliche Schädigung des Werkstoffes erzeugen. Man beachte, daß
die hier CLn~egebenenmaximalen yergleichsdePJl~"~n durch Stauchverfcrm~n.gen

















Determinate des Metriktensors der unverformten bzw. der
verformten Mittelfläche einer Schale GI. (4.2)
Ko- bzw. kontravariante Basis der Mittelfläche GI. (4.2)
Fundamentalgrößen 1. Ordnung, d.h. die ko- bzw. kontra-
varianten Komponenten des Metriktensors der unverform-
ten Mittelfläche GI. (4.3)
Einheitsnormalenvektor der unverformten bzw. der ver-
formten Mittelfläche GI. (4.2), (4.22)
Basisvektoren der verformten Mittelfläche GI. (4.17)
Lagrangesche Multiplikatoren GI. (3.11)
Koeffizienten GI. (6.21)
Lagrangescher Multiplikator GI. (3.11)
Bezogenes Trägheitsmoment G1. (4.38) u. S. 92
Koeffizienten GI. (5.2)
Fundamentalgrößen 2. Ordnung GI. (4.6)
Lagrangesche Multiplikatoren GI. (3.11)
Tragende Schalendicke GI. (4.)8) u. S. 92
Dicke einer Membran des Doppelmembranmodells (Abb. 4)
Elastizitätsmodul
Basisvektoren eines kartesischen Koordinatensystems
(Abb. 3)
Kovariante bzw. gemischte Komponenten des Lagrangeschen
Verzerrungstensors GI. (2.6)
LagrangescherVerzerrungsgeschwindigkeit Gl. (2.7)
Elastische und nichtelastische Verzerrungsraten
GI. (2.16), (2.15)
Kriech-, Schwell- und Wärmedehnungsrate GI. (2.15)
Deviatorische Verzerrungsrate







Fläche und Flächen~lement im verformten Körper
Ko- und kontravariante Basisvektoren im unverformten
Körper (Referenzsystem) GI. (2.1)
Ko- und kontravariante Komponenten des Metriktensors
im Referenzsystem GI. (2.2)
Kovarianter Basisvektor im verformten Körper GI. (2.4)





Abstand der Membranen des Doppelmembranmodells (Abb.4)
Anzahl der radialen stützsteIlen im Hüllrohr
Zweite Invariante des Verzerrungsgeschwindigkeitsdevia-
tors
Anzahl der tangentialen Stützstellen im Hüllrohr
Zweite Invariante des Deviators des Kirchhoffschen
Spannungstensors Gl. (2.27)
Anzahl der Glieder der Reihen (6.53), (6.54) und (6.56)
Parameter im Nortonschen Kriechgesetz Gl. (2.34)
Parameter GI. (6.11), (6.12)
Charakteristische Länge z.B. minimaler Krümmungsra-
dius der Schale
Kontravariante und gemischte Komponenten des Momenten-
tensors Gl. (4.36), (4.35)
Integrale über die nichtelastischen Verzerrungsraten
GI. (4.39)
Momente der axialen und tangentialen nichtelastischen
Verzerrungsraten (physildü. Komponenten von ~'~ ,
';""" ~ ) oi . (6 .B)




m. > IY\. ) 'Y\.
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Momentenbelastung auf der Randkurve C der Schale
Kriechexponent im Nortonschen Kriechgesetz GI. (2.34)
Anzahl der Glieder der Reihen (6.20), (5.2), (6.30)
Einheitsnormalenvektor insb. der äußere Normalenvektor
auf der Oberfläche 0 im Referenzsystem und seine ko-
und kontravarianten Komponenten Gl. (2.10), (2.39), (2.40)
1t"~) n;stLr~;t": Kontravariante und gemischte Komponenten des Membran-
krafttensors GI. (4.36), (4.35)






S .. I S~
Membrankraft in axialer und azimutaler Richtung Gl.(6.8)
Fourierkoeffizienten von n ~ , GI. (6.17)
Fourierkoeffizienten von 'Yl.j( , Gl. (6.56)
Integrale der nichtelastischen Verzerrungsraten in
axialer und azimutaler Richtung GI. (6.8)
Membrankraftbelastung auf der Randkurve C
Oberfläche und Oberflächenteile im Referenzsystem (S.16)
Oberflächenelement im Referenzsystem
Hydrostatischer Druck, GI. (3.15), Äußerer Überdruck GI.(5.2)
Beuldrücke einer unendlich langen, elastischen Kreis-
zylinderschale GI. (6.66)
Querkraft und Ersatzquerkraft auf dem Rand C
Mittlerer Radius des Hüllrohrs
Ortsvektor eines materiellen Punktes vor bzw. nach der
verformung
Kontravariante und gemischte Komponenten des Kirchhoff-
sehen Spannungstensors (Piola-Kirchhoffscher Spannungs-
tensor 2. Art)
Gemischte Komponenten des Deviators des Kirchhoffsehen
Spannungstensors GI. (2.26)
Kirchhoffsehe Spannung in axialer und in Umfangsrich-
tung (phys. Komp.)






KirchhoffscheSpannung in der äußeren bzw. inneren
Membran in Umfangsrichtung GI. (6.13)
Zeit, Kriechkollapszeit
Temperatur (im Referenzzustand ist T = 0)
Temperatur in der Mitte der Hüllrohrwand GI. (6.42)
Temperaturdifferenz über die Hüllrohrwand GI. (6.42)
Fourierkoeffizienten von T~(~~) GI. (4.43)
Fourierkoeffizienten von aTlC,. t) Gl. (4.43)
Belastungsspannung auf der Oberfläche 0T bezogen auf
das verformte Flächenelement
. . .
-=:- ;; - &.u, \.4.' u) ..)
....
u.
Belastungsspannung auf der Oberfläche OT bezogen auf
das unverformte Flächenelement
Kontravariante Komponenten von if im Referenzsystem
Definition siehe GI. (2.39)
Verschiebungsvektor und seine ko- und kontravarianten
Komponenten bezüglich des Refere.nzsystems im unverform-
ten, spannungsfreien Körper





;\ /I. .. J\ *It
iriS) W , vi
Axiale Verschiebung GI. (6.3)
Axiale Dehnung GI. (6.55)
Verschiebungsvektor der Mittelfläche
Ko- u. kontravariante Komponenten der Tangentialver-
schiebung der Mittelfläche,Gl. (4.14)
Verschiebung in Umfangsrichtung GI. (6.3), (6.54)
Volumen und Volumenelement im Referenzsystem
Potentiale für einen elastisch-viskosen Körper Gl.(2.23),
(2.18) u. einen nichtel.-viskosen Körper Gl.(2.33),(2.30)
Potentiale für eine elastisch-viskose Schale
GI. (4.44), (4.65), (4.69)
Potentiale für eine nichtelastisch-viskose Schale
Gl. (4.74)
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Normalverschiebung der Mittelfläche Gl. (4.14)
Anteile der Normalverschiebung G1. (6.17), (6.50)
Fourierkoeffizienten von .~~ Gl. (6.53)
Ko- und kontravariante Komponenten des Rotationsvek-
tors der Mittelflächennormalen G1. (4.18)
Dimensionslose axiale Koordinate
Dimensionslose maximale Anfangsabweichung von der
Mittelfläche Gl. (6.1), (5.2)
o(lt) Zeitabhängiges Ovalitätsmaß in der Theorie von Hoff et al.
K "'I"
ot.«.(!> , ol.t-=fJ.. (/.f(1): Kovariante und gemischte Komponenten des Verzerrungs-
tensors der Mittelfläche Gl. (4.28)









, . ) I
Wärmeausdehnungskoeffizient
Christoffelsymbol 2. Art
Christoffe1symbol 2. Art bezüglich der Mittelfläche
G1. (4.5)
Variationsoperator
Einheitstensoren in einem drei-bzw. zweidimensionalen
Raum
verzerrungstensor bei infinitesimalen Verschiebungen
und Verschiebungsgradienten
Permutationstensor Gl. (4.12)
Form der Mittelflächenabweichung des HUllrohrs Gl.(6.1)
Definition siehe G1. (6.66)
Krummlinige Koordinaten
Koordinaten in der Mittelf1äche
Koordinate senkrecht zur Mittelfläche
Dimensionslose Schalendicke
La~esche Konstanten G1. (2.24)
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Äußerer Normalenvektor in der Tangentialebene der Mit-
telfläche auf der Randkurve C und seine ko- und kon-
travarianten Komponenten (S. 38)
Bogenelement in Richtung \i
Potential des hydrostatischen Druckes und der Randbe-
lastung GI. (4.51), (4.55)
Dimensionsloser Ortsvektor der Mittelfläche im Refe-
renzzustand G. (4.1)
Kontravariante Komponenten des klassischen Spannungs-
tensors (bei infinitesimalen Verschiebungen und Ver-
schiebungsgradienten)
Kontravariante Komponenten des Cauchyschen Spannungs-
tensors
Winkel, gemessen von der gemeinsamen Symmetrieachse
des Hüllrohrs und des Temperaturfeldes
Funktionale G1. (3.9), (3.17), (3.18), (3.19)
Ova.litätsmaß G1. (5.2), (6.36)
Funktionale Gl. (3.22), (3.24), (3.25), (4.56),
(4.64), (4.68)
Rotation eines Mittelflächenelements um die Mittelflä-
chennormale
01. <Li'
c:Jt:Ä.~ ,f...J~=a G:)!f.>: Kontravariante und gemischte Komponenten des Tensors
der Krümmungsänderungen Gl. (4.28)




Der Punkt tiber einer Größe bedeutet materielle zeit-
liche Änderung
Der vertikale Strich neben einem Tensor bedeutet kova-
riante Ableitung, und zwar entweder bezUglich der Me-
trik 8iJ (dreidimensionaler Raum) oder bezUglich der
Metrik O-rLf.> (Mittelfläche )
Das Komma bedeutet partielle Ableitung
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Tabelle 1
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85 ~ pS 170 L-kp/cm2_7
Temperatur (isotherm)
Werkstoff L-64.l:












/" I 2 7























































- - - 211 7-1/ h(kp/mm ) _
/- - -1 7_ grd _









































Abb. 3 lCoordinatensystem für die Mittel:f'lä.che des HUllrohrs
s,-
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Abb. 5 Doppelmambranabstand h
s
als Funktion
des Nortonschen Kriechexponenten n
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Abb. 7 Einfluss des äußeren Überdruckes p
auf die Kriechkollapszeit t
o
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Abb. 9 Nortonsche Kriechparameter als Funktion der Temperatur
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Abb. 10 Abhängigkeit der Kriechkollapszeit t von dem Nortonschen
C
Kriechexponenten n (Kriechparameter K = 4.0758..10-11 ,
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Abb. 11 Einfluß der radialen Temperaturdifferenz A T auf die Kollaps-
t fhJ
1
zeit t c und die Zeiten t O• 1' t O• 5' tl.O' zu denen 4ie maxima-
le plastische Vergleichsdehnung ev 0.1, 0.5, 1.0 % er-











Abb. 12 Einfluß der azimutalen Temperaturschwankung T
m6 auf die Kol-
lapszeit t c und die Zeiten t O• l' t O•5' t l•O' t 2• 0 (Nichtrota-
tionssymmetrisches ~emperaturfeld0 T( 'f )e) = Tmo + Tm6 cos 61f
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Abb. 14 Maximale plastische Vergleichsdehnung e v als Funktion der Zeit
















Abb, 15 Verlauf der Kriechdehnmlg '/r in der Irtillrohrwand
am Hauptscheitel (Cf' = 0) (Rotationssymmetrisches
Temperaturfeld, .6 T = 30 oe)



































































Verlauf der tangentialen und axialen Spannungen s l' und Sx am
Hauptscheitel (~ = 0) über die Hüllrohrwanddicke zu verschie-
denen Zeiten (Isothermes Temperaturfeld)
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Abb, 19 Die Kollapszeitals l?unktioll der maximalen Temperatur in tJand-
mitte bei verschiedenen Temperaturverleilungen (Daten s. Tab.2)










Abb. 20 Verschlebungsfelddelr Mittellinie nach 1017 h (Kollapszelt 2190 h,Temperaturverteilung 'I'«(P e) =
~ , >700 + 40 cosf - 30 ~~!. c_7. Die Verschiebungen sind relativ zum Radius um einen. Faktor 20 ver-
größert worden; die rein thermische Expansion 1st hier nicht im Verschlebungsfeld enthalten)
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Liste des Programms c@g1
Das Programm cg1cg1 umfaßt die Subroutine
DYNAMg1,
die von dem Programmsystem DYSYS (Dynamic System Simulator ~-63_7) aufge-







Die Ein- und Ausgabe erfolgt nach den in ~-63_7 angegebenen Regeln.
'NNA~MEN
1.~lELLE ELAS1ESC~ UND NICHTLINeA. ~ISKCS(INVARIANTENTH~CRIEVON
CeQVISTJ. DIE KRIECHRATE KANN NAC~ BEDARF DURCH ANDERE BEZIEHUNGEN
ERSETZT HRC~'N.
2.CIE lEMFERATLRliERTEILUNG IST LINEAR ueBER tte WANDDICKE
3.e1E lEMPeRA1LR~ERTEILUNG UND CIE ANFANGS~ECMETRle DER MITTELFLAE-
C~E "ABEN MINDES1ENS fINE GEMEINSAME S'IHMETRIEAC~SE (PHI=Cl
4.TEMPERAT\;R UNe AlSSENeRUCK hERDEN PLCHZLICH AUFGEBRACH UNO BLEI··
BEN CA~N KC~STAN1. DURCH GERINGFUEGI~E AENDERUNGEN KCENNEN AUCH
lEITLICH liERftENCERLICI'!E TEMPERATUIlEN UNO tRUECKE BEHANOFLT IIIFRDEN
5.SCH~ELLEN wIRD NICHT BERUECKSICHTIGT
6.UE DHNliNG [:ER I'ITTElFlAECHE AENDERT SICH NICHT IN UMFANGSRICH-
lliNG





























1*1 BIS 1 u. Jal (KP/Q~Ml
1=1 BIS 7 U. J=1 (KP/Q"~)
• «ST.(KP/'''~l •• VCNl •• (-lll VCK(251
• ~5-119.NCPTCNSC~ER ~RIEC~EXFCNENT I~ hAhCMITTE
! .N DEN STUETlSTELLf:N IN TANGENTIALER RICHTUNG
'12'.INTE~PCLATIC~SPARAMETER PUER Ot~ F.LL KCC=~
'1~1. M M "" M "
'1~~." " "M".
tl~3. ft " H"".
'1~4.S1flERPA~AMFTER FU~R (IE BESTIM~UNG CER
• KRIECHKCNST.NTEN
• KCC=l DIE KRIEC~PARA~. SIND DUIlCH liCK(~5) U. VC~(251
• A~ DEN STlETlSTrLLEN J IN UMFANGSRICHTUNG GEGE"
• BEN; II'!Rr I~TE~FCLATICN DURCH eIE hAND ERFCLGT
• MIT I'!IlFE DES L'RSEN-MILl!:Il-P.RAMETERS
• KCC=2 eIE KRIEC~PARA~. SIND TEMP.-UNABHAENGIG. I~
• JEeF~ FU~~T DER R~NO SIND SIE GLEICH DEN wERTEN
• ~CKlll U. VCN(I).
• KCC=3 OIE KRIF.C~PARA~. SIND T~~P.-UNABHAENGIG IN RADIALER
• RICHIU~G. IN T~NG. RICHT. wERO~N SIE DURCH OIE EINGABE-
S [ATEN VCK U. ~CN BESTI~MT.
• KCt-. ES kIRt VCRAUSGESETZT. C.S5 LCG(CIlEK) U. EXN LINr~RE
• F~~KTIC~E~ liCN1/T(KELliIN) SINC. fUER OIEINTERPGLATICN
• llERtE~ eIE GRCESSEN AA~.BB~.~A~.BBN BENUTZT. eIE EIN-
• G.BEtATEN liCK U. liCN WERDEN NICHT GEBRAUCHT.
U~5.STHEIlPA"AMElER FUER C. EIIIoGABE C. TEMPERATURFElCES I-·l
• KIT~l CAST[~FEFATURFELD wIRe ~LLEIN O\;RCH DIE EINGABE-
• CATE~ T~~IJI U~c DELT(JI BESTIMMT
! Kl1=2 eIE ~ERTF ILUNG DER TE~PERATUR IN hANDMITTE TAV UNO
• elECH nl'PERATUROIfFEREIIiZ DElT MUSS DURCH DIE
• F~NC'IC~S "TA~FUNM U. MDELFUNM BESCHRIEBEN WERDEN.
• [IE EINGAEEeATEN 2C BIS 6q ~ERDEN NICHT GEBRAUCHT.
ua.STElERPARAMElEF FUER ~~RFCR~U~GS"'CDUS (-l
• FAllS ElAHI=C.( • DA~~ wIRD NUR CER YFRFCRMIJNGS~CDUS W(KI<Klt
• CER E'lA(KKKI EHSPRICHT. IN DER RECHNUNG ZUGELASSEN. DIESE







• 3-11.FOURIERKCEFF. DER ~CI<MALliERSC~lE8UNG K32 BIS 10
• 12.lhEl1fR fOURIERKCEFFIlIE~T DER A~IALEN
• ME~BFA~KRAFT
• 13-~'.NOF~ALliERSC~IEBUNG AN DISKRETH PU~KT'.'N CES
• \;~F~NGS. GLEIC~FCER~IGF VcRSC~IEBUNG NICHT
! E~l~~LTE~. J=I BIS 2~
• ~6-E •• T~NGENTIAL~ERSC~IEBU~G
• (3-t~.TA~GE~ItALE KRIECI'!CEI'!NUNG 1=1 BIS 7 U. Js l
• l'-l~.KRIECHVERGLEICHSDE~NU~G IN~EN o. A~SSEN AN OEN
• SlELLEN ~=I,J".JF
S 16-E4.SPANNlNG AXI'L FUER









































•••• CCCC •••CCLLAPSE CCDE
• EIN CCMPlTEPPROGRA~~ l. eERECHNUNG D. KRIECHKOLLAPSES V. GL~TT~N



























• E-14.FCR~KCEFFIZIE~TEN OER MlTTElFLAECI'!ENABhFICHUNG
• 13.'NZAHL CER SlUETlSTELLEN DURCH DIE hAND
• JF MlSS UNGERAeE SEIN
• 14.ANZAHL CER SlUETlSTELLEN IN TANGENTIALER
• RIC~TUNG. JF ~USS UNGfRADE SEIN
• 15.ANZAHL [ER FOURIERKCEFFIZIENTEN
• KFKANN GERADE C[ER U~GERADE SEI~
• 16.KENNZA~L FUtil [IE BRE~NSTASBIEGUNG
• KEINE BIEGUNG VCRHANDEN LAMBCAs 0
• BIEGUNG ~OR~ANCE~ LAMBCA= 1
• 11.KENNZAHL FUER OE~ RADIALEN TEMPEIlATUR
• UACIENTEN
• GPACIeNT KCNSTANT AM UMFANG KDELTs 0
• • NICHT • • • KOELTs 1
• 1E.KENNZAHL FUEII DIE ~ITTLERE ~ANDTEMPERATLR
• ~. ITTUREllANC1Efo1F. KC~SUNT KTAlis 0
• • "~ICHT M KTAlis 1




• 1ST A~C~ LAMBDAs 0
• ~Q-(~.RAC)A~ER1EMPERATURGRAeIENT AN DEN
S HUETl STellEN Ho TANGENTIA LER RtCHTUNG
• ~S-6~.MI1TLERf ",ANCTEMPEI<ATUR AN DEN STliETZ-
• STF~LEN IN TA~GENTIALER RICHTUNG
• 1G-c;«.KRIEC"PARA~F.lER K IN IIIA~DMIT1EA~CF.N
• STl;E1ZSTELLEN IN TANGENTIALER RICHTUNG
lF IZ"Il) 1,1.U'i
EEI Zflll. KCIISTANTt" tRUCK IST:
CIE IIARIAßLrN 11' CCI'''CNBLCCK D~RIII SIND eIE Z~ITLICHEN AelEITUNGEN
CEI< IIAP.IABU'II H BLCCK INTVAR II"IT Al.SNA"ME DER UNAeHAFNGIGEN VFR-
AEIICERLICrEN"ZEIT" 1..110 CER ~ARIAeLEII .,IXIJ) U. VIIIJ))
EEREC"Nl.NG IICN I<CIISTANl~N
~ •• **.~ ••~.~ •••••••• ~ ••••••••*•••*••••••*••*••••••*.*•••••••••••••
K"III=I
fALLS LAMBCA=l: FRr.I~ eIEGl.NG MCEGLICH
fALLS IS~"=2: 2 S~~MrTRIrAeHSf.t. V(RHAIICFN












PI = s, 1~ I! c; 21
TRI' = "••3/II;:.(.L**2)
Eil = E/Il.e-II•• ;:)
EVt- = E~.H
ETPM" EIIHRM/L














KRIlISC"E DRl.rCI<F PCIK) UND CI/AlI1AETSSTELERPAPA"ETEP PSICIK)
cc icc K=2,KF







EERECt-NUNG DER KOCRDINATEN DER Sll.E1ZSIElLEN IN TETA-RIC~TUNG V(N
INNEN NACH AUSSEN
••••••••• 4••••••••••• 4 •• ~•••••• 4 ••••• 4•••• ~ ••••••*.~~••••**••**••*
ro 13:: IaI,IF
PI .. I
TEH I I )=-0 .S+IR I-l.e)1I RH-l.e)
fRMIllLlNG DES TEMPERATURFELDES LND D~R I<RIECHF~P~METER
•••••••••••••••••••••••••••••*•••••••••••••••••••**••••••-**••*.*.
CO 1~~ J a l , 25
cc rse 1a l , 1































"KleI,.,CI ;:5I,EKT1MO(25) ,RESlIkilO I ,RESVNllO),EXt.17,2!'i1,
lFMFI1,2~)
SlER(~TIM:D'Yt,A~C




[AU I L,,, ,E ,,,,,Al SO ,FM,,,, ,ALF"A,ETAIS) ,IF,JF.KF.LAMeCA.
KDELT.KTAV.ISYM,DF.LT(25),TAVI2~I.VeKI25),VCNI251







.,1 - CIMFt.SlCNSL. GLEIChFCERM. NCFMALVEPSChIEBUNG
\lIK) - FC\JRIERKCr-FFIZIr::Hft, aFR UNGLEICHFeERMIGEN
"'CRI"ALIIER~CHIEBlNG ~al eIS KF
NKIKI KP FCUPIERKCEFFIlIE/\lPN DER AXIALEN MEMePANKRAFT
1<=1 BIS KF
SleII,JI KF/~"'" A>IALE SPANlIl./\G AN CXSKRET"i1l PUt.KTE.N
1=1 eIS IF. J=l BIS JF
5TlI,JI KF"~I' l.I"FAIIGSSPANII.Ut.G All DISKRETEIl PUt.KTEN
1=1 eIS iF, Ja1 BIS JF
(tE~(M) I/~ e'UIIiALENTE KRIECHOe"NUNG (VERGL. S. 861
~=1 BIS 6 AN DFII STELLEN J=l ,1=1 U.IF
J=J",I=l U.IF
J=JF,I=lU.IF
Ctll.~1 I/H KQlfC"DEH/\U/\GIN UMF~t.GSRIChTUNG
1=1 BIS IF U. "=1 BIS 3 O.H. J=l.JM U. JF
~IIIJ) - CI"EIISICNSL.NC~"ALIiERSCHIEeut.G A/\ DEt. STELLEN
J=l !HS JF
~IIIJ) - CIME/\SICNSl. lAIIGElIlXALVERSCHIEBU/\G A/\ CEN




























































l(C2 co 13~ J=l,JF





























H~ hR In H.2('OC) IF .JF













40 ce 1~4 J=I,JF
00 144 l-l,IF



















C EfRf(~NUNG ceR Glf1C~FeEPMtGEN R~D1AlEN ~UFwEITUNG( ,.•••••.•••••••••••**•••**••*.*
lEO IFIKlA~.EQ.C) GClC He
C ~'RIAeLf MIlTlERE hANOlEMPERAlUR
(ALL SUBNCN(lA~,l.0.Jf.~F.RES)
reo wI=-PANf.l.ll.C-~/2. CI li E*H I+AUSC.RES
GOlO 193
C( KONSTANTE MI1TLERE ..ANOTEMPERATI.P lA~
190 RES'" TA~(11
ccro rec
ce 1~2 J=1•• 11"
tc 112 t =1 • i F
fXNIl.JI .. ~CNIl)
CI'lfKII.J) = ~CK(l)
(~H)I I, J I= I vc Nil )- 1. CI I Z. C
GeTO 1~~
ce 10 J=I.JF



















C --------.-----------------------------------.'----ic cc 1::"1 J=I.JF
tc 131 I'"I.XF
lAßS =12~:.I~.lAVIJ)I/IZ73.15+1EMFlt.JI)
EXNI I.J I = ~Cf..cJI.1ABS




c eEPfC~NLNG DES lEMPEPA1URFELCES
C FtLLS KTT=1 : C~S TE~PERATURFELD hIRC ALLEIN DURCH TAVIJ) UNO
C DElTIJI IEINGABEC~TE~I ßESTI~MT.
C fALLS KTT-2 : DIF VERTEILUNGEN DER hANC~ITTENTEMPERATUR TAV UNO
C DER TE~PERATLRCIfFERENZ OElT WIRD DURCH OIE
C f'LNCTtCNS TA~FUN UND OELFUN (;EGEBEN. OIE EINGABE-
C CtTFN lA~IJ) UND DElllJI hEROEN NICHT BENUTZT.
ce TC 11COl.KC.I.Kl1













INTEGRAl ION DER LCKALfN ~RIECHRA'EN lND IHRER MCMENTE DURCH CIF.







IF(IF .NE. :) GCTO 2~C
CGM) = EK)12.J)




CIFFEPENTIALGLEICHUt.GEN FUER DIE lANGENTIALEN KRIECHRATEt. AN DIS-
KRFTEN 5TELlEN





IF GORE5SER ALS 3. lNGERADE
ce 3ec J=3.IF~2.2
CUMX = OUM) +EKXII.J)







BEREChNUNG OER EQUIVAlE~lEN KRIECHRATE N~CH CER INVARIANTEN-
lUORIE
..............................................................................**
CCCEQIl)= FAK*SQRTIEKXll.l)**2 + EK1Il.1).*Z + ~KXCl.ll*EKTll.11
1 )
[CCEQ(2)= FAl<.SQRTIE~XIIF.1)."'2 + EK1CIF.l) ••2 + ~KXIIF.1)*EKTCIF.
1 1))
CCCEQ13)= FAK.S'R1IE~xC1.J~)."'Z + EKTI1.JM)**Z + EKXC1.JM)*EKTIl.
1 J"') )
CCCEQ(4)= FAK.S'RTIE~llIIF.J~) ••2+ EK1IIF.J~).*2+ ~KXIIF.JM).EKTIIF
1 • JM) )
CCCEQIS)= F~~.SCRTCE~)lCl.JF)"'.2 + EKlI1.JF) ••Z + EKXll~JF).EKTll.
1 JF) )






CGMl = OG"'X +EKXII.J)
































BfRrCHJUNG DER ~XlAlF.N Ut.D TANGHlIAlFP. KRIECHCEI'!NU~GSRATEN
..................................................................*•••••••*****.*.









2~OC FORMATI~OH TANGFNTIALE ANF~NGSSPA~NlNGEN STC1.J).STI2.J) •••• /5H IF
1= .I3.5~ JF- .I!/I
1\RITe I ~ • :< 1CC) I 1'5 'TI I • J •• 1=1.7 ) •J =1 •Z5 )
kRITEft.Z':CC) IF.JF
2~CC FeRMA1I~~H A)IAlE ANFANGSSPANNlNGEN SXI1.J).SXC2.J) •••• /5H IF- .13
1.5.. JF= .1:11
IIR ITe I t .2 10e )1 C5)ll I .J) •1"'1.11 •J=1.2'51
hRITElt.26COI PCI21
FCRKATI29.. IlAS1ISC~ER8EUlDRUCK P(2)· .E15.5/1
BEP. F. eH,UNG CER .tNFANGS SFAN~U~GEN




ce 2~C K= ~.KF
RK~ = K.....-l
CMF.GAIJ)= CMEG~IJ)+PK2 ..~COSIJ.K) ..kCKI




































C ZE11LIe~E AfNCERUNG CER GLEICHFeERflIGE~ RACIALVERSCHIEBU~G





















11 J 1'3" I J 1'-1 1*3
BERECHNUNG OER RADIAL- l.ND TANGr~lIALVERSCHIEBUNGEN AN DEN STUfTZ-





















~7C CHEGAIJI= CMEGAIJ)+O~II<I*RI< ..~ceS(J.KI
390
CO 13( I<"KMI~.I<F
IF IIS~fI .FQ. 11 GOle J((






























HK Jl I1. J I+EK III IF, JI +2.0.0IlMX+4.0.0GflXIIRI F3
IF.KlI1.JI+EKTIIF.JI+2.0.0UMT+4.0.0G.,TI/RIF3
IEI<)e I1. J I. 1- C.'i I+EKllIIF. J 1.0 .'i+2.0.0UMX.,C+4.0.0GMXMO I/
RIF:!
1El<1J I1. J 1.I-[.S 1+E Klilf. J1.0 .5+2.0.tuMTMC+4.0.0GMTMO I/
RIF3
BILCUNG DER SU~flE El<lIMCIJI+V.EKlllMCIJI UNO ABSFEIC~ERU~G
IN I'KT 1..,01 J I
.u "' ~ H'. n .,. u ' ••1 .
[0 3-40 J=I.JF
fKIIMCIJI=EK1.flOIJI+V"El<llI.,CIJI
ZFITlIC~E ArNCERUNGr.~ DER AXJAL(~ U~D TANG~NTIALEN SPANNUNGEN
........................ c *••••••••••••••

































C ZEITLICH AFND':'RUNG CER AXIALEN "!:"'eRA~KRftHKCMFQNHTEN ~KIKI
e •••*.* ~ *•••**••* ** *••••• *.*••••••*•••••••••*•••
(ALL S~8COSI~CG5.fK)J.l.C.IS).,.I<~I~.JF.~f.RESVNI
eCNST!:= ,.0"1:.'1










C ZEITLIC~f A~NOr~UNG CFR UNGLEICHFCER"IGf~ RADIALVERSCHIEBUNG
C ••••••••••••••* ......A....................................... • • • • • • • • • • • •
(ldll= 0.0
CftLL suecosI~CCS,EKII.,C.EVHL.ISY.,.2.JF.'F.RESVhl
11' l!lAlll.FQ.O.OI GC TC 345
GC Te :~1




























loe OLM= OUM + FL~lJI
C~M= O.G
ce llC J=Z.JFMl.Z













lAVFUN= "(.0 • 4C.C.CCSlPHIFUNI
RflURN
ENC
fLNC1ICN D~lFLNlPH1FLNI
rElFLN= :0."
HlLRN
fNC
.....
~
